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“高 等 数学 ”是 高 等 院 校 的 一 门 重要 的 基础 理论 课程 。 为 了 适应 普通 高 等 院 校 学 生 学 习 高 
等 数学 课程 的 需要 ， 我 们 参照 《高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 》， 并 结合 多 年 的 教学 实践 和 经 
验 ， 精 心 组 织 编写 了 本 套 教 材 和 相应 的 习题 解析 。 

本 套 教材 在 编写 过 程 中 ， 力 求 结构 严 说、 逻辑 清晰 ， 尽 可 能 以 通俗 易 懂 的 语言 介绍 “高 
等 数学 ”课程 中 最 为 基础 的 ， 也 是 最 主要 的 知识 点 。 同 时 也 注重 体现 时 代 的 特点 ， 吸 收 了 国 
内 外 同类 教材 的 精华 ， 本 着 打 好 基础 、 够 用 为 度 、 服 务 专业 、 学 以 致 用 的 原则 ， 重 视 理 论 产 
生 、 发 展 及 演变 ， 加 强 应 用 ， 力 争 做 到 科学 性 、 系 统 性 和 可 行 性 的 统一 ， 使 传授 数学 知识 和 
培养 数学 素养 得 到 较 好 的 结合 。 期 望 读者 通过 学 习 能 在 较 短 时 间 内 掌握 “高 等 数学 ”课程 的 
基本 概念 、 基 本 原理 、 基 本 技能 和 基本 方法 .从 而 为 学 习 其 他 基础 课程 和 专业 课程 打下 必要 
的 基础 。 


本 套 教材 包括 如 下 书目 : 

《高 等 数学 (上 )》 ISBN ，978-7-302-47529-3 定价 ，45. 00 元 
《高 等 数学 习题 解析 (上 )》 ISBN: 978-7-302-47810-2 定价 ，45.00 元 
《高 等 数学 (下 )》 ISBN.: 978-7-302-47530-9 定价 ，45. 00 元 


《高 等 数学 习题 解析 (下 )》 ISBN ，978-7-302-47577-4 定价 ; 45. 00 元 

本 书 为 《高 等 数学 (上 )》,， 共有 6 章 。 第 1 童 介绍 了 函数 及 其 运算 .数列 极限 、 函 数 极 
限 的 定义 与 性 质 ， 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 概念 与 比较 ， 函 数 的 连续 性 与 间断 点 ; 第 2 章 介 绍 
了 导数 的 概念 和 求 导 法 则 ， 隐 函数 、 参 变量 函数 的 导数 ,函数 微分 的 概念 和 求 微 公 式 ; 第 3 
章 介 绍 了 微分 中 值 定 理 ， 洛 必 达 法 则 ， 函 数 单调 性 、 极 值 与 最 值 问题 ， 曲 线 的 止 凸 性 与 拐点 ， 
第 4 童 介绍 了 不 定 积分 的 概念 与 性 质 ， 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 ; 第 5 章 介绍 了 定 积 分 的 概 
念 、 性 质 与 应 用 ， 微 积分 基本 公式 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 ， 广 义 积分 的 概念 与 应 用 ; 第 
6 章 介 绍 了 微分 方程 的 基本 概念 一 阶 微分 方程 、 二 阶 微分 方程 。 此 外 ,根据 章节 的 知识 点 
内 容 ， 本 书 设置 了 节 习 题 和 总 习题 模块 .便于 读者 巩固 加 深 对 知识 点 的 认 知 与 理解 。 

本 书 可 以 作为 普通 高 等 院 校 各 专业 基础 课 教材 ， 以 及 其 他 数学 教育 工作 者 的 参考 资料 。 

在 编写 本 书 过 程 中 ,我 们 参阅 并 应 用 了 国内 外 学 者 的 有 关 著 作 和 论述 ， 并 从 中 受到 了 启 
迪 ， 特 向 他 们 表示 诚挚 的 谢意 ! 
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第 1 章 函数、 极限 与 连续 


高 等 数学 研究 的 主要 对 象 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 . 函数 关系 是 指 变量 之 间 的 依赖 关 
系 .极限 是 研究 高 等 数学 的 基本 工具 . 函数 与 极限 几乎 贯穿 于 整个 高 等 数学 始终 . 本 童 着 重 
介绍 函数 、 极 限 、 连 续 等 微 积 分 的 基本 概念 . 


1.1 范 数 
1.1.1 函数 及 其 运算 
1. 函数 的 概念 
定义 1.1.1 设 数 集 DCR， 则 称 映 射 /: D 一 R 为 定义 在 D 上 的 函数 ， 简 记 为 
y=f(x), ED. 


其 中 ,xz 称 为 自 变量 ; y 称 为 因 变量 ;D 称 为 这 个 函数 的 定义 域 ， 记 作 Dr ， 即 Dr 一 D; 函数 
值 f(x) 的 全 体 组 成 的 集合 称 为 f 的 值 域 , 记 为 Rj 或 1(D), 即 Rj=f(D)={y:y 二 f(x)， 
“ED 

例 1.1.1 绝对 值 函数 


的 定义 域 D=R， 值 域 Ry 王 L0， 十 co). 
例 1.1.2 符号 函数 
一 1 ws 
oh X=0， 
ls se 
的 定义 域 D=R， 值 域 Rj={ 一 1,，0, 1}. 


符号 函数 与 绝对 值 函 数 有 如 下 关系 : 


lz|l=x(sgnx),. z= |z|sgnx. 
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例 1.1.3 设 zER， 称 不 超过 < 的 最 大 整数 为 x 的 整数 部 分 ， 记 为 [z]. 
例如 ， 


[3] | 和 0 


注 1.1.1 若 z>0,， 则 称 z 一 [z] 为 的 小 数 部 分 . 容易 证 明 
0r—[sj<1 吉 wT< [el 
注 1.1.2 车 把 xz 看 作 变 量 ,， 则 > 王 [zj] 称 为 取 整 函数 . 
2. 反 范 数 与 复合 函数 
定义 1.1.2 设 函 数 y==f(z),， zxED 满足 :对 于 值 域 f(D) 中 的 每 一 个 值 y, 在 D 中 有 
且 只 有 一 个 值 x 使 得 f(z) 二 y， 则 按 此 对 应 法 则 得 到 一 个 定义 在 f(D) 上 的 函数 ， 称 这 个 函数 
为 了 的 反 函 数 ， 记 作 
元 二 六 le 
注 1.1.3 反 函 数 广 :的 对 应 法 则 是 完全 由 函数 f 的 对 应 法 则 所 确定 的 .f 与 /7' 互 为 反 
函数 ， 并 且 有 
(FD = .xED, 
ff (y=y, yEfOD). 
定义 1.1.3 设 函 数 y 二 f(w) 的 定义 域 为 D;， 函数 wu 一 g(x) 的 定义 域 为 D,， 且 其 值 域 
ReCDr， 则 由 
y=flg(z)j, zED; 
确定 的 函数 ， 称 为 由 函数 4 二 g(xz) 与 函数 y= 二 了 (ww) 所 构成 的 复合 函数 , 记 为 fg ， 即 
(ferg) (xz)=fLgs(z)]. 
它 的 定义 域 为 D:， 变量 u 称 为 中 间 变 量 . 
8 与 /构成 复合 函数 f°。g 的 条 件 是 : 函数 g 在 D 上 的 值 域 g(D) 必 须 包 含 于 f 的 定义 域 
Dj 内 ， 即 g(D)CDy. 否则 不 能 构成 复合 函数 . 
例 1.1.4 y= 二 f(w) 二 arcsinu 的 定义 域 为 [一 1, 1], u=g(x)= 二 Vi 一 x 在 D=[ 一 1, 1] 
上 有 定义 , 且 gCD)=[L0,， 1]C[L 一 1, 1], 则 gg 与 了 可 构成 复合 函数 
y=arcsin Vl—zx*, xE[—1, 1]. 


3. 函数 的 运算 

给 定 两 个 函数 F(z)，zEDr 和 g(x),，xED. 记 D=Dj 门 D. 了 关 O0， 我 们 定义 这 两 个 函数 
的 下 列 运算 ， 

和 ( 差 ) jF 士 g: (f 土 sg)(x)=f(zx)+tg(x), rED; 

入 天 本 二 


商 二 (£) w=AD., rED-(z:g(r)=0, rED). 


8 g(x) 
EE 
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4。 初等 函数 

在 中 学 数学 中 ， 读 者 已 经 熟悉 下 面 六 类 函数 . 

(1) 常 值 函数 : > 一 C，C 为 常数 . 

(2) 寡 函 数 : y= 王 必 ，AER 是 常数 . 

(3) 指数 函数 ，y 一 心 ，c 二 0 且 a 关 1. 

(4) 对 数 函 数 : y 二 logsrx，a 之 0 且 a 关 1. 特别 地 ， 当 a 一 e 时 ， 记 为 > 一 Inz. 


(5) 三 角 函 数 : y 王 sinrz，y 一 cosz，y 一 tanrz，y 一 cotrz，y 一 secz，y 一 cscrx。 


(6) 反 三 角 函 数 ，y 一 arcsinrz，y 一 arccosrz，y 一 arctanr，y 一 arccotz。 

这 六 类 函数 称 为 基本 初等 函数 . 

定义 1.1.4 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复合 所 得 到 的 函数 ， 
称 为 初等 函数 . 


例如 ，y= V10 一 刀 ，y 一 cos2z，y 一 In(1 十 z 袜 ) 十 sinzz 等 都 是 初等 函数 . 又 如 ， 


双 曲 正 纺 丽 数 ，shz 一 全 二 一 ， 双 曲 余 交 函 数 ，chz 一 宇 二 < 一， 


双 尚 正切 函数 ，thz 一 于 一 全 一 e--， 双 曲 余 切 函 数 ，cothz 一 中 
chz ef 十 e shz 


这 些 双 曲 函 数 也 是 初等 函数 . 
1.1.2 具有 某 些 特性 的 函数 


1. 有 界 函 数 
定义 1.1.5 设 函 数 f(x) 的 定义 域 为 D. 
车 存在 数 M ， 使 得 对 任 一 xzED, 有 f(x) 三 Mi， 则 称 函数 f(x) 为 D 上 的 有 上 界 函 数 ， 
称 M 为 函数 f(z) 在 D 上 的 一 个 上 界 . 
车 存在 数 M: ， 使 得 对 任 一 xzED, 有 f(x) 宇 M;， 则 称 函数 f(z) 为 D 上 的 有 下 界 函 数 ， 
称 M; 为 函数 f(x) 在 D 上 的 一 个 下 界 . 
若 存在 M>0， 使 得 对 任 一 xED 有 
If(z)|<M, 二 
则 称 函数 f(z) 在 D 上 有 界 ， f(x) 是 D 上 的 有 界 函 数 . 如 果 这 样 的 M 不 存在 则 称 函数 f(z) 
在 D 上 无 界 ， 此 时 也 就 是 说 对 任何 G>0， 总 存在 zxED， 使 得 | FCz)| 二 G. 
注 1.1.4 f(z) 在 D 上 有 界 等 价 于 f(z) 在 D 上 既 有 上 界 又 有 下 界 . 
式 (1. 1.1) 的 几何 意义 : 如 果 f(z) 是 D 上 的 有 界 函 数 , 那么 其 图 像 介 于 直线 y 一 M 和 
3 一 一 M 之 间 . 
例 1.1.5 函数 f(z) 二 cos2017x 是 实数 集 R 上 的 有 界 函 数 . 这 是 因为 对 任意 的 zxER， 
都 有 |cos2017z| 近 1. 
到 
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2. 单调 函数 
定义 1.1.6 设 函 数 f(x) 定义 在 区 间 D 上. 如 果 对 任意 的 与, x; ED， 当 妈 x 过 xz 时 ， 恒 有 
fz) zs), 
那么 称 f(x) 是 D 上 的 增 函 数 . 如 果 对 任意 的 x1，x2ED， 当 zxs 时 ， 恒 有 
Cr) 三 FCzs)， 
那么 称 f(z) 是 D 上 的 减 函 数 . 增 函 数 与 减 函数 统称 为 单调 函数 . 
注 1.1.5 特别 地 ,在 增 函 数 的 定义 中 ， 当 成 立 严格 不 等 式 f(x) 二 f(x:) 时 ， 我们 称 
f(z) 是 区 间 D 上 的 严格 增 函 数 . 严格 减 函数 的 定义 类 似 可 写 出 . 
注 1.1.6 函数 的 单调 性 与 区 间 有 关 . 例如 ， 函 数 y= 一 x? 在 区 间 ( 一 eo，0] 上 是 单 调 增 
加 的 ， 在 区 间 [0， 十 ce) 上 是 单调 减少 的 ,但 是 它 在 (一 <， 十 cc) 上 不 是 单调 的 . 
3. 奇 函 数 与 偶 函 数 
定义 1.1.7 设 函 数 /(x) 的 定义 域 D 关于 原点 对 称 . 
若 对 于 任 一 二 ED 有 
f(—z)=— fx), 
则 称 J(x) 为 D 上 的 奇 函数 . 奇 函 数 的 图 形 关于 原点 对 称 . 
车 对 于 任 一 xED， 有 
A =7(r)s 
则 称 f(z) 为 D 上 的 偶 函 数 . 偶 函 数 的 图 形 关 于 > 轴 对 称 . 
例 1.1.6 y==|x|， y= 二 cosz 都 是 R 上 的 偶 函 数 . 
y 二 Zz，y 二 sinz 都 是 R 上 的 奇 函 数 . 
y 一 sinz 一 cosx 是 非 奇 非 偶 函数 . 
4. 周期 函数 
定义 1.1.8 设 函 数 f(z) 的 定义 域 为 D. 如 果 存 在 一 个 正 数 T， 使 得 对 于 任 一 xED， 有 
z 士 TED， 并 且 有 
f(z+T)=f(7), 
则 称 PCz) 为 周期 函数 ，T 称 为 F(Cz) 的 一 个 周期 . 通常 我 们 说 的 周期 是 指 最 小 正 周期 . 
注 1.1.7 并 不 是 每 个 周期 函数 都 有 最 小 正 周期 . 例如 ， 常 值 函数 f(z) 二 C 是 以 任何 正 
数 为 周期 的 函数 . 狄 里 克 雷 (Dirichlet) 函数 
pe 当 工 为 有 理 数 ， 
0， 当 zz 为 无 理 数 


是 周期 函数 ,但 是 它 没有 最 小 正 周期 . 


Ea 
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习题 1.1 
1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 
(1) y 一 V2018z 一 1 (2) 二 
(3) y 一 二 十 Vi 一 二， (4) y= i 
EE 


(5) y=cos Vr; 


(7) y=arcsin(x—1); 


(9) y=In(1+z’); 


(11) y= Vz 2+ lL 


+ ; 
—3 lg(5—zx) 


(13) y=2¥ +arccosln VI—z; 


(15) y 一 野 ] 


和 


1 一 [mr 


(6) y=tan(zx—1); 


(8) y= Vi—z+arctan Ts 


(10) ps 

sd 村 1 
CE iy 
z+3, Zz<0, 

lgrx, x>0; 


(12) y=arcsin 并 


(14) | 


(16) 已 知 y 二 f(x) 的 定义 域 是 [0，1]， 求 下 列 函数 的 定义 域 : 


@D 仿 z 一 的 


© dlgz). 


2. 下 列 各 题 中 ， 函 数 F(z) 和 g(z) 是 否 相 同 ? 为什么? 
(1) f(z2)=lgz’, g(2)=2lgzs 

(2) f(x)=zx, g(x)= Ve; 

(3) f(2)= Yr zr, g(r)=x Yr—l1; 

(4) f(z)=1, g(r)=sec zx—tan’z. 

3. 求 下 列 函 数 的 解析 式 : 


二 三， 东 : 并 示人 ly 与 f(t); 


(1) 设 f(x)= 


(2) 设 7(z+ 二 ) 了 二, 求 fxz 一 Di 


(3) 设 F(z 一 二 )= 求 f(z). 


4. 讨论 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 


(1) 7F(z) 一 zcosz; (2)F(z) 一 rz Vs 一 1 二 tanri 


高 等 数学 (上 ) 


(3) f(x)=x(1—z); (4) f(x)=In( Vr +1—z). 
5. 下 列 各 函数 中 哪些 是 周期 函数 ? 对 于 周期 函数 ,指出 其 周期 . 
(1) y=cos(x—2); (2) y= cos4z; 
(3) y 一 1 十 sinrzj; (4) y= xcoszr; 
《5) y=sin’x. 
6. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 
(1) y= VzT1; (2) y= 后生 
(3) y= (ad—bc#0); (4) y=2sin3z; 
(5) y=1+ln(zx+2); (6) = 元. 
7. 指出 下 列 各 函数 是 由 哪些 基本 初等 函数 复合 而 成 : 
(1) y=Insin’x; (2) 5 一 5 
(3) y 一 arctanez ; (4) y= cos’: (lnz). 
8. 求 下 列 复合 函数 : 
(1) 设 J00-| lzl<l, sR tp)]. 

| 

Ls, [wale 
(2) 设 f(z)=405 |z|=1s g(xz)=e@; 求 Jlgs(z) | 和 gLf(x)], 

—1, |z|>1, 

1 


9. 分 别 就 a 二 2，a pa 2 讨论 y 二 lg(a 一 sinz) 是 不 是 复合 函数 ， 如 果 是 ， 求 其 定义 域 . 


、 Ly 二 宙 ， ms, el 
10. 设 jz) 一 g(z) 一 


Xx+2, x>0; Xz 
11. 设 F(z 十 2) 一 2 一 z， 求 f(x 一 2). 
ls [sl ls re [zl 


12. 设 p(x)= yz)= 
和 人 | | 2, |z|>1. 


求 f[g(zx)]. 


求 YLP(z)]，92[LWz)]. 
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1.2 数列 极限 


我 国 古代 哲学 家 庄 周 所 著 的 (庄子 ， 天 下 篇 3 引用 过 “一 尺 之 杆 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竭 ”， 
其 含义 是 : 一 根 长 为 一 尺 的 木 棒 ， 每 天 截取 一 半 ， 这 样 的 过 程 可 以 无 限 地 进行 下 去 . 它 包 含 
了 朴素 的 极限 思想 . 在 整个 高 等 数学 中 , 极限 占据 着 重要 地 位 . 本 节 和 下 面 的 1.3 节 ， 我 们 
分 别 关注 数列 的 极限 和 函数 的 极限 . 


1.2.1 数列 极限 的 EN 语言 


1. 数列 的 定义 
车 函数 的 定义 域 为 全 体 正 整 数 集合 N; ， 则 称 函 数 
fm, n€EN;: 
为 数列 . 因 N; 的 元 素 可 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 故 数列 Foz) 也 可 写作 
Tl Tes Ta 
或 者 简 记 为 {zx,)}， 其 中 zx, 称 为 该 数列 的 一 般 项 或 通 项 . 
例如 ， 
1 i 1 1 
| n | 机 ?3 于” n 
天 一 出 天 1 1 本 一 下 于 
| n | 器 Wi” nn 
{3"}: 3, 9, 27 3 
1 办 1 
(8 }: 3 动 ， 日 
1 -I ww 1 
它们 的 一 般 项 依次 为 二 ， i 二 y Er 


2. 数列 极限 的 通俗 定义 (不 精确 ) 

对 于 数列 {zx,}， 如 果 当 n 无 限 增 大 时 ,数列 的 一 般 项 zx, 无 限 地 接近 于 某 一 确定 的 数值 
a， 则 称 常 数 a 是 数列 {zx,} 的 极限 ,或 称 数 列 {x,) 收 全 于 a. 

3. 数列 极限 的 精确 定义 (#N 语言 ) 

定义 1.2.1 设 {z,} 为 一 数列 ，v% 为 定 值 . 如 果 对 任意 给 定 的 s 盖 0， 总 存在 正 整数 N,， 使 
得 当 n 二 N 时 有 

lm.—&| 志 有 

则 称 数列 {z,} 收 剑 于 na， 定 值 a 是 数列 {zx,} 的 极限 ， 记 为 


到 


和 高 等 数学 (上 ) 
limz, 一 4 或 xr,>a(n>o). 


上 述 数列 极限 的 &N 语言 可 以 简写 为 
limz, =aS Ye>0, INEN:， 当 n 二 NN 时 ， 有 |x. 一 al<=s. 
其 中 ,记号 VY 表示 “对 任意 的 ”“ 对 每 一 个 ”"， 习 表示 “总 存在 ”. 
如 果 数 列 {z,} 没 有 极限 ， 就 说 数列 {zz,} 不 收 化 ,或 称 {x,} 是 发 散 数列 . 


例 12.1 证 明 lim< 二 邮 =0. 


n 


分 析 ia-0= | 与 -= 二 Vse>0， 要 使 |z 一 0|<<e， 需要 上 <<e， 即 "> 二 


证 明 Ve>0， 只 要 取 N=[ 主 ]EN;， 则 当 w>N 时 , 便 有 
区 -着 - 王 < 


这 样 就 证 明了 lim 人 4 一 0， 
例 1.2.2 设 0 过 ld| 过 1, 证 明 limng ”一 0. 


分 析 要 使 


|z,—0|=|g™'—0|=|g|l™!<e, 
只 要 nn 二 loglye 十 1 就 可 以 了 ， 故 可 取 N= 二 [loglwe 十 1]. 
证 明 对 于 任意 给 定 的 s>0， 只 要 取 N==[logiwe 十 1]， 则 当 mn 二 N 时 ,就 有 
la™' —0|=1gl™ <e, 
这 样 就 有 limg” 二 0. 


1.2.2 收效 数列 的 性 质 
定理 1. 2.1( 唯 一 性 ) 如 果 数 列 {z,} 收 你， 那么 它 的 极限 唯一 . 


证 明 ( 反 证 法 ) ”假设 同时 有 limz 一 a 及 limz, 一 0， 且 %<0， 按 数列 极限 的 定义 ， 


B00 存在 充分 大 的 正 整数 N， 使 得 当 x 盖 N 时 ， 有 


2 
al<e= 扎 
及 
lz 一 中 <e= 殷 2 
因此 同时 有 
Q 十 0 w+ 
Tr 疏 久 > 2 


这 是 不 可 能 的 . 所 以 只 能 有 a 一 


Le 


对 于 
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对 于 数列 {z,} ， 如 果 存 在 M0， 使 得 对 一 切 正 整 数 都 有 
[|z,|<M. 
则 称 数 列 {x,} 是 有 界 的 . 如 果 这 样 的 正 数 M 不 存在 ， 就 说 数列 {z, } 是 无 界 的 . 
例如 ， 数 列 {( 一 1D)"} 是 有 界 的 . 因为 可 取 M 二 1， 则 对 一 切 正 整 数 都 有 
| (一 1)"| 委 1. 
定理 1. 2.2( 有 界 性 ) ”如 果 数 列 {x,}) 收 化 ,那么 数列 {xz,) 一 定 有 界 . 
证 了 明 设 忆 一 xcCOz 一 co). 根据 数列 极限 的 定义 对 于 e 二 1， 存 在 正 整数 N， 对 一 切 zx 之 N， 


有 
Ix —al=e=1, 
于 是 当 xN 时 有 
li)= [utalsls—alt lol lal;, 
记 


M=max{l+|al, |z|, |z|, =, |zn|}, 
则 对 一 切 正 整 数 n 都 有 
lz,|<M. 
这 就 证 明了 数列 {z,} 是 有 界 的 . 
注 1.2.1 若 数 列 {z,} 无 界 ， 则 {z,} 必 发 散 . 这 是 定理 1. 2. 2 的 逆 和 否 命题 . 
定理 1. 2.3( 保 号 性 ) 如 果 limz, 二 a， 且 ea>0( 或 <<0)， 那 么 存在 正 整数 N， 使 得 当 
1 二 N 时 有 xz,>0( 或 < 一 0). 


证 明 设 a>0 (<0 的 情形 可 类 似 证 明 )， 由 数列 极限 的 定义 ， 对 于 e 一 全 盖 0， 存在 正 
整数 N, 使 得 当 n 二 N 时 ,有 
wal 
从 而 


zx.>a 一 多 = 名 >0. 


推论 1.2.1 如 果 数 列 {z,} 从 某 项 起 有 xz, 宇 0( 或 xz, 过 0)， 且 数列 {x,}) 收 化 于 a， 那 么 a 宇 
0( 或 vc 和 0). 

证 明 设 x, 宇 0(zx, 二 0 的 情形 可 类 似 证 明 )， 数 列 {z,} 从 Ni 项 起 , 即 当 nn 二 Ni 时 ， 有 
Zz, 宇 0， 现 在 用 反 证 法 证 明 . 倘若 <0， 则 由 定理 1. 2. 3 知 ， 存 在 正 整数 Ni ， 当 ?>>N: 时 ， 
有 Zz, 二 0,， 取 N= 二 max{N;，N2)}， 当 nN 时 ， 按 假定 有 xz, 宇 0, 但 是 按 定理 1.2.3 有 zz, 二 0， 
这 引起 矛盾 . 所 以 必 有 a 宇 0. 

接 下 来 我 们 给 出 一 个 数列 极限 的 存在 准则 . 

定理 1. 2.4( 夹 挤 原理 ) ”如 果 数 列 {z,}，{y,} 及 {z,} 满 足下 列 条 件 : 


-| 
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(1) 从 某 项 起 , 即 3 no EN; ， 当 n>m 时 ， 有 风 委 已 委 z; 

(2) limy, =a. limz, =—a. 

那么 数列 {x,} 的 极限 存在 ， 且 limz, 二 a. 

在 数列 {xz,}) 中 任意 抽取 无 限 多 项 并 保持 这 些 项 在 原 数列 中 的 先后 次 序 ， 这 样 得 到 的 一 个 
数列 称 为 原 数列 {z, } 的 子 数列 . 

定理 1.2.5( 收 剑 数 列 与 其 子 数列 间 的 关系 ) ”如 果 数 列 {z,} 收 敛 于 a， 那么 它 的 任 一 子 数 
列 也 收敛 ， 且 极限 也 是 a. 

证 明 设 数列 {zw } 是 数列 {z,) 的 任 一 子 数列 . 因为 数列 {zx} 收 僵 于 a， 所 以 Ve 二 0, 存 
在 正 整数 N， 当 "> 六 时 ， 有 |z 一 a|<s， 取 天 一 N， 则 当 人 > 开 时 ， 办 二 AiK 一 2N 志 和 于 是 
[敬一 二 用 区 

注 1.2.2 如 果 数 列 {zx,} 有 两 个 子 数 列 收敛 于 不 同 的 极限 ， 那 么 数列 {xz, } 发 散 . 

注 1.2.3 有 界 的 数列 不 一 定 收敛 . 例如 ，{( 一 1)"} 是 有 界 的 但 却 是 发 散 的 . 这 是 因为 它 
的 奇数 子 列 收敛 于 一 1， 但 是 其 偶数 子 列 收敛 于 1. 

注 1.2.4 若 数 列 {zx,} 的 奇数 子 列 和 偶数 子 列 均 收 敛 于 a， 则 数列 {zx} 收敛 于 a. 

最 后 我 们 给 出 数列 极限 的 四 则 运算 法 则 . 

定理 1. 2.6( 四 则 运算 法 则 ) 设 有 数列 {x,} 和 1{y,}， 如 果 

limz, =A., limy, =B, 

那么 {z, 土 y,)，{z，y,) 也 都 是 收敛 数列 ， 且 有 


lim(z, 土 y,) =limz, 寺 limy,=A 土 B， 


lim(z,* y,) =limz, * limy,=A.* B. 


Ee 


当 yA0(n=1, 2; …) 且 BA0 时 ， | 于 | 也 是 收敛 数列 ， 且 有 
limzv 效 


= limy, BB 


习题 1.2 


1. 观察 如 下 数列 {z,} 的 变化 趋势 ， 写 出 它们 的 极限 : 


1 ee | 
C13 Tn Ds (一作 一直 x 
二 = 
(3) z=2+ (4) 本 


《5) zx, =n (—1)", 


2. 用 数列 极限 的 定义 验证 


本 
人 


my 十 1 一 1 


; 
me 


3. 根据 数列 极限 的 定义 证 明 : 


ey i =0% 
lm 

co fm te = 证 
Ld n 
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(2) lim( Vat1—Vn) =0; 


12 一 2 _ 
人 


37z 十 1 _ 3. 
2zTL 2 


(2) lim 


1 


» L 汪 
4. 设 工 ， Lt DE 


i 


5. 求 极限 imA/ 十 去 十 于 十 …… 十 


和 高 等 数学 (上 ) 


1.3 函数 的 极限 


1. 2 节 给 出 了 数列 极限 的 定义 及 其 性 质 ， 事 实 上 数列 可 以 看 作 是 一 类 特殊 的 、 定 义 在 正 
整数 集 上 的 函数 . 本 节 研 究 函 数 的 极限 ， 首 先 需要 了 解 邻 域 及 去 心 邻 域 的 相关 概念 . 

以 点 zo 为 中 心 的 任何 开 区 间 称 为 点 z 的 邻 域 ， 记 作 U(Czo)， 

在 U(xzo) 中 去 掉 中 心 re 后 ， 称 为 点 ze 的 去 心 邻 域 ， 记 作 U(xo). 

设 9 是 一 正 数 ， 则 称 开 区 间 (z 一 9$，zo 十 9) 为 点 xo 的 6 邻 域 ， 记 作 UGzo，9)， 即 

Ul(zo, Hd={z: |Zz 一 z| 王 人 一 (zo 一 9，z 十 90) 

其 中 点 zo 称 为 邻 域 的 中 心 ， 6 称 为 邻 域 的 半径 . 

在 U(zo， 6) 中 去 掉 中 心 zo 后 ， 称 为 点 mm 的 去 心 6 邻 域 , 记 作 U(xo。，6)， 即 

UCzo, H={x: 0<|z—zo|<0) = —6, ro) Uro, zotd). 

U+ (xo) 表示 点 z 的 右 邻 域 ，U_ (xo) 表示 点 xo 的 左 邻 域 . 

U(xo， 0) 二 [xo，zo 十 60) 表示 点 xo 的 6 右 邻 域 ;， U- (zxo， 0) 二 (zo 一 6，zoj 表 示 点 zo 的 
9 左 邻 域 . 

Uj (zo， 人 6) 与 U_ (zo， 6) 去 除 点 z 后 ， 分 别称 为 点 xo 的 6 右 、 左 去 心 邻 域 , 分 别 记 为 
Ui(zo, 6) 与 U_ (zo 6), 即 


Ui (xo, OH)=(z0, zotO); Uzo, =(z0—H, zo). 
1.3.1 函数 极限 的 定义 


1. 自 变量 趋 于 有 限 值 时 函数 的 极限 


定义 1.3.1 设 函 数 F(z) 在 某 U(zo) 内 有 定义 ，A 为 常数 . 如 果 对 任 给 的 se 之 0, 总 存在 

正 数 8， 使 得 当 0 二 |x 一 x。1 二 6 时 ,有 
1f(z)—A|<e, 
则 称 f(x) 当 zx>zxo 时 以 A 为 极限 ， 常 数 A 就 叫做 函数 f(z) 当 x>zo 时 的 极限 ， 记 为 
limf(z)=A 或 f(x)>A(zx—>z0). 
上 述 定 义 称 为 函数 极限 的 66 语言 ， 可 简写 为 
limf (zx)=AS Ye>0, Js0, OTs |< [Fy A 
注 1.3.1 f(z) 在 xz。 点 有 无 极限 与 f(z) 在 zx。 点 有 无 定义 没有 关系 . 
注 1.3.2 zx>zo 指 z 沿 数 轴 以 各 种 方式 趋 于 zo( 从 左 、 从 右 、 左 右 同 时 ). 


第 1 章 ， 函数、 极限 与 连续 
例 1.3.1 证 明 limec 一 <- 
证 明 因为 Ve 二 0, 可 任 取 65>0， 当 0 二 |zx 一 zo1 过 6 时 有 
If(z)—A|=|c—e|=0<é; 
所 以 limc 一 < 
例 1.3.2 证 明 limzx 二 xo. 
分 析 |f(z) 一 A|=|z 一 zo|， 因 此 Ve>>0， 要 使 |f(z) 一 A|<e， 只 要 |x 一 zo | 过 se. 
证 明 因为 Ve 二 0, 可 取 6=e， 当 0<|zx 一 wo1<6 时 ， 有 
[f(z)—A|=|z—zx |<e. 
所 以 limzx 二 zo. 


2. 单 侧 极 限 


引入 记号 zz 表示 并 仅 从 z 左 侧 趋 于 zo; x 一 zt 表示 工 仅 从 zo 右 侧 趋 于 zo. 
若 当 zz 时 ，f(z) 无 限 接近 于 某 常 数 A， 则 常数 A 叫做 函数 了 (xz) 当 zx 一 zxo 时 的 左 极 
限 ， 记 为 im f(x) 一 A 或 /(x5)=A. 


若 当 x 一 zi 时 ，f (x) 无 限 接近 于 某 常数 A， 则 常数 A 叫做 函数 1(zr) 当 x 一 zxo 时 的 右 极 
限 ， 记 为 lim f(x)=A 或 f(zt )=A. 


左 、 布 极限 更 为 精确 的 定义 由 下 面 的 s6 语言 来 描述 : 
lim f(z)=AG Ye>0, I36>0, Vr: zo —6<z<xmw, 有 |f(xz)—A|<e; 


Tap 


lim f(x)=AG Ye>0, 300, Vr: tort+d, 有 |If(r)—A|<e. 


左 、 右 极限 统称 为 单 侧 极 限 . 根据 x 一 zx。 时 极限 及 单 侧 极限 的 定义 ， 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 1.3.1 f(z) 当 zx>zo 时 极限 存在 等 价 于 其 左 、 右 极限 都 存在 并 且 相 等 ， 即 
limf(x)=AS lim jz) 一 A 且 lim f(x)=A. 


例 1.3.3 设 函 数 


Tl] jh 
f(x)=40, z=0, 
le 郊 2 全 
证 明 当 x>0 时 ,f(z) 的 极限 不 存在 . 
证 明 lim (n= lm ty DD=—1. 


lim F(z) 一 lim (z+D=1. 


这 样 
lim fFlim fz). 


了 0 一 了 0 


和 高 等 数学 (上 ) 


根据 左 、 右 极限 与 极限 存在 之 间 的 关系 ， 当 x 一 0 时 ,f(z) 的 极限 不 存在 . 

3. 自 变 量 趋 于 无 穷 大 时 函数 的 极限 

定义 1.3.2 设 jz) 当 |z| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 ，A 是 常数 . 如 果 对 任意 给 定 的 e 二 0， 
总 存在 着 M>0， 使 得 当 |z| 之 M 时 ， 有 

|f(z)—Al<e, 
则 常数 A 叫做 函数 jz) 当 zc 时 的 极限 ， 记 作 
lim/(x)=A 或 f(z)>A(zr>o0). 
几何 意义 : 当 |zl 之 M 时 ，JCz) 的 图 像 落 在 了 > 一 A 十 s 与 y 一 A 一 e 之 间 ( 如 图 1. 3. 1 所 示 ). 


nN 6 加 
图 1.3.1 

类 似 于 limy/(z) 一 人 的 定义 ， 读 者 可 以 写 出 lim f(x) 二 A 和 lim f(x) 二 A 的 定义 . 

例 1.3.4 证 明 lim 二 =0. 

分 析 75-4l=| 寺 -0|= 证 Ve>0, 要 使 |/(z) 一 A1<e， 只 要 |z|> 工 . 

证 明 Vse>0， 取 M= 十 >0,， 则 当 |z|>M 时 ， 有 

lo-4I=| 半 -|= 证 <e 

所 以 lim 二 一 0， 

直线 y=0 是 丽 数 y 一 二 的 水 平 渐 近 线 . 

一 般 地 ， 如 果 lim/(z) 一 ce， 则 直线 > 一 c 称 为 函数 y 一 (xz) 图 形 的 水 平 浙 近 线 . 
1.3.2 函数 极限 的 性 质 

下 面 仅 以 im7(z) 这 种 形式 为 代表 给 出 丙 数 极限 的 性 质 ， 其 他 形式 的 裤 限 性 质 做 相应 修 
改 即 可 . 


[4_ 
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定理 1. 3. 2( 唯 一 性 ) ”如 果 极 限 lim/(z) 存 在 ,那么 此 极限 值 唯一 . 
定理 1. 3.3( 局 部 有 界 性 ) ”如 果 lim f(x) 存 在， 那么 存在 M0 和 8 之 0， 使 得 当 0 


|z 一 zl|<s 时 ， 有 |jFCz)| 委 M. 
定理 1. 3.4( 局 部 保 号 性 ) 如 果 limf(zx) 一 A>>0( 或 A<0), 那么 存在 6>0， 使 得 当 0<< 


|z 一 z|<s 时 ， 有 F(z)>0( 或 FCz)<0). 
推论 1. 3.1 如 果 在 某 DCm ) 内 f(x) 宇 0( 或 FCz) 过 0)， 而 且 limf(x) 二 A， 那么 A 之 0( 或 


A<0). 
定理 1.3.5( 四 则 运算 法 则 ) 车 极限 lim /(z) 与 img(z) 都 存在 ， 则 函数 / 士 s，/*g 当 


zz 一 2 时 极限 也 存在 ， 且 
lim[ f(z)+g(x)]= limf(z) 土 limg(x); 


lim[ f(z)» g(x)]=limf(x)* limg(x). 
rr rs rz 


又 若 limg(z) 隆 0， 则 工 当 x 一 x 时 极限 也 存在 ， 且 


A 
. g(r) limg(Cz) 


推论 1.3.2 如 果 limf/(z) 存 在 ,而 C 为 常数 ， 则 
| lim[CHCz)] 一 C lim 7(z)， 
推论 1.3.3 如 果 lim /Cz) 存 在 ， 而 ,是正 整 数 ， 则 
| lim[ACz) 了 一 [lim 7(z)]. 
例 1.3.5 求 lim (2018z 一 1). | 
解 ” 原 式 lim 2018z lim 1 一 2018 lim xz—1=2018X1—1=2017. 


讨论 车 P(x)=aor" 十 x 十 … 十 as_17X 十 a,， 则 limP(x)==? 
提示 limP(z) 一 lim(aoz ) 十 lim(az  ) + +t lim(@, 7) + lima, 


=ao lim (x )+a lim(x™ )+ Talimzt lima, 
eg Ee Po 


=ao (limz)"+a( limz)”™ a 


一 oz 十 az 十 … 十 aizo 十 an 
一 PCzo). 
因此 ,车 P(z) 王 aoz" 十 az 一 :十 … 十 as， 则 limPCz) 一 PCzo). 
| 


n Xx:—1 
le 2 gs Bat 


a 


高 等 数学 (上 ) 


lim(z 一 1) 
-2 


解 原 式 = 二 二 


lim(x 一 5 十 jy 


limz” 一 liml 
limz’ —5 limz+liml 
2 rT»2 rT>2 


x 


(limz) —1 


(limz) —5x2+1 


lL _ 
一 有 一 HT 5° 
例 工 57 求 1imE 一 2 
wd 一 过 
和 区 一 各 
解 原 式 = lim (一 2)Cz 十 25 
i 
> 2 
Da 1 


本 Im (z+2) 4 


2019z”"* +2017x 十 2016 
za 一 2018za7 十 2017 


解 ” 先 用 二 "去除 分 子 及 分 母 ， 然 后 取 极 限 . 
2017 ，2016 


例 1.3.8 求 lim 


_ 2019+ air + Tom 
原 式 ==lim 2018 ，2017 
一 5 
| 
例 1.3.9 求 lim 汪 5 
解 ” 先 用 xz? 去除 分 子 及 分 母 ， 然 后 取 极 限 . 
> 
原 式 二 lim= = 了 =0. 
到 1 
TT 
. 好 十 2017z 十 2016 
例 1. 3. 10 2 
1 
解 原 式 =lim 一 一 一 一 oo. 
= 
Ee 5 2 


事实 上 ， 有 理 整 函 数 当 zc 时， 


ls 


2019. 
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0, n=m, 


bo on lb 


oo, n>m. 
定理 1. 3.6( 复 合 函 数 的 极限 运算 法 则 ) 设 函 数 > 一 FLg(z)] 是 由 函数 v 一 5(z) 与 函数 y= 
了 (wj) 复合 而 成 ，fLg(z)j 在 点 zo 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 . 若 
limg(Cz) 一 xuo， limf(1wW=A, 


rzo 


且 存 在 全 0， 当 zxEU(zo, 28) 时 有 gz) 天， 则 
limfLg(x)]=limf(uw)=A. 


二 == 
策 二 名 二 iiz /= 
SA 2—3 


解 y= 三 志 是 由 y=Va 与 4 一 三 二 复合 而 成 的 . 


因为 im 天 一 9 二 6， 所 以 lim /天 一 9 一 im 司 一 奈 
pers | a3N IT 一 3 6 


习题 1.3 
1. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 : 
(1) lim(3z—1)=8; (2) lim(5z 十 2) 一 12， 
2. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 ， 
下 二 Sinz 
C1 lim pe (2) = 


3. 求 f(x) 一 三 ， 9(z) 一 | 本 当 +-0 时 的 左 、 右 极限 ， 并 说 明 它们 在 z~>0 时 的 极限 是 否 
存在 . 
@, Xr<0, 
4. 设 f(x)=4x 十 1,， 0 过 zx<1， 求 limf (x)， limf (x), limf (x). 
2Xx 十 1，Zz 宇 1. 


和 高 等 数学 (上 ) 


1.4 两 个 重要 极限 


判定 极限 存在 有 两 个 重要 的 准则 : 夹 挤 原理 和 单调 有 界 原理 . 由 这 两 个 判别 准则 分 别 可 
以 得 到 两 个 重要 极限 ins 一 1 和 lim (1 十 十 ) =。 


与 数列 极限 的 夹 挤 原理 类 似 ， 我 们 给 出 函数 极限 的 夹 挤 原理 ， 并 且 利用 它 去 证 明 重 要 极 


sinz 


限 lim 一 一 三 村 
rT 


定理 1. 4. 1( 夹 挤 原理 ) ”如 果 函 数 f(z)，g(z),， h(xz) 满 足下 列 条 件 : 


(1) 当 zEU(z， 站 (或 |z| 二 MD 时 ，g(Cz) 过 FCzD<ACz); 
(2) lim g(x)=A, limh(z)=A. 
cr 和 
那么 
lim f(x)=A. 
下 面 根据 夹 挤 原理 证 明 第 一 个 重要 极限 
limsinz 一 1 


r=0 TX 


证 明 首先 注意 到 ， 丙 数 汪 对 于 一 切 zz0 有 定义 .参看 图 1.4. 1， 该 图 中 的 国 为 单位 国 ， 


BC OA，DA 1O4. 圆心 角 人 人 AOB=x， 0<x< 序 . 


冰 


图 1.4.1 


显然 sinz 一 CB， = tanz 一 AD， 因 为 
SAA0B < SA0B SAs0D » 
| 18 
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所 以 


到 sinr< 豆 六 < 去 tanz， 


即 
sinz<Z<tan7. 
不 等 号 各 边 都 除 以 sinz， 就 有 
1 一 六 一 或 eos. 


sinzT COS 工 


注意 此 不 等 式 当 一 二 <z<-0 时 也 成 立 . 而 limeosz 一 1， 根 据 夹 挤 原理 得 


sinz 


lim——=1. 


r=0 XT 


注 1.4.1 在 极限 li imSe 中， 只 要 lima(z) 一 0， 就 有 1 站 1. 这 是 因为 ， 令 


4 一 xc(Z)， 则 uw 一 0， 于 是 


sin a(CZ) 1. sinu __ 
lim 一 一 一 一 im 一 1， 
-0 Q(x) =0 入 
即 
limsin atz) 一 1(a(z)-=0). 
r-0 Q(X 
例 1.4.1 求 lim2en 
.Sinz 1 | 
解 原 式 有 x “cost ls x ~ ls 
例 1.4.2 求 liml ees 站 
2 
2aimf 去 sin? 可 sin 元 
解 ” 原 式 =lim lim lim 1*=1 
z=0 1 一 ( 纪 ) zz=0| 工 
2 2 
例 1.4.3 求 lm 
Fr 


解 令 1=arcsinx+， 则 ==sint. 当 x>0 时 , 1t->0， 这样 


原 式 一 lim 一 一 一 1. 


:=0 Sint 
Di 
1.4.2 lim 1 十 元 一 e 


这 一 小 节 首 先 给 出 数列 极限 存在 的 另外 一 个 准则 一 一 单调 有 界 原理 ， 然 后 运用 它 证 明 第 


_19] 


高 等 数学 (上 ) 


二 个 重要 极限 lim (1 十 二 ) 一 e 以 及 lim(1 二 二) = 
定义 1.4.1 如 果 数 列 {z, } 满 足 条 件 
ISH ZT SST ST SZ, 


就 称 数 列 {z,} 是 单调 增加 的 ;如 果 数 列 {z,} 满 足 条 件 
ZT1 之 Ty 之 Ts 之 之 之 Tn 之， 


就 称 数 列 {z,} 是 单调 减少 的 . 单调 增加 和 单调 减少 的 数列 统称 为 单调 数列 . 
定理 1. 4. 2( 单 调 有 界 原理 ) 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 具体 来 说 ， 


(1) 有 上 界 的 单调 增加 数列 必 有 极限 ; 
(2) 有 下 界 的 单调 减少 数列 必 有 极限 . 


我 们 知道 ， 收 敛 的 数列 一 定 有 界 , 但 是 有 界 的 数列 不 一 定 收 敛 . 单调 有 界 原理 表明 : 如 
果 数 列 不 仅 有 界 ， 而 且 是 单调 的 ， 那么 这 数列 的 极限 必定 存在 . 运用 单调 有 界 原 理 可 以 证 明 


极限 lim (1 十 十 ) 存在 . 


证 明 设 z=(1 二 二) ， 现 证 明 数列 {z,} 是 单调 增加 并 且 有 上 界 的 . 


(1) 证 明 单调 性 . 
由 牛顿 二 项 公式 得 到 
= 
Ts = (3 ) 
1 十 研 。 1 nm Dn nD 1 
Wi 21 Ea s nl 


于 


1 1 


Totl 一 1 十 1 a1(1 圭 7)+…+ 去 (1 zt)(! 


totor(! A)( 2)*( 5 


比较 zn 与 xz, 发现, 过 zt. 


(2) 证 明 有 界 性 . 
(ig 本 
<1+ (1 二 Se 
=3 一 起 <3. 
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由 单调 有 界 原理 ， 当 wo 时 ，z, 二 (1 十 二 ) 的 极限 是 存在 的 ， 用 字母 e 来 表示 此 极限 


值 ， 即 
入 第 北 要 
a(t) =e 
e 是 一 个 无 理 数 ， 它 的 值 是 e 一 2. 718281828459045…. 
我 们 还 可 以 证 明 lim (1 十 十) =e. 
证 明 设 "Sz<?" 十 1， 那么 "与 同时 趋 于 十 co; 并 且 


7 十 1 
由 于 
im 人 (+ ) im[ (1+-1)" =e 
(= 加 [(11) (7413)] 
lim (1 二 方 )】lim(1+ 方 )=e 
利用 夹 挤 原理 得 


im (+ 二) =e 
然后 令 x 一 一 (4 十]D， 则 当 一 一 = 时 ,4 十， 利用 换 元 可 得 


Ei (i+ 二 ) = ,lim (二 十) 


一 (+D 


这 样 就 有 


例 1.4.4 来 lim (1 一 二 ) ” 
解 原 式 =lim (1+ 一 -) 
=[im(+ 二 ) ] 


一 2017 
= 一 
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高 等 数学 (上 ) 


区: 


. 求 lim(1 十 3z) 启 . 


l 设 lim (22) 8， 未 示 


se” — CU 
. 求 © 一 COST 


m % 
z=0 lncosz 


. 求 lim(sinz)™. 


2 


. 求 lim(ecos2z)” . 


习题 1.4 
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1.5 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


1.5.1 无 穷 小 量 


定义 1.5.1 设 函数 /(z) 在 某 辟 (zs) 内 有 定义 ， 如 果 lim 7(z) 一 0， 那 么 称 (x) 为 当 
zz 时 的 无 穷 小 量 ,车 limz, 一 0， 则 称 数列 (z,) 为 no- 时 的 无 穷 小 量 . 

无 穷 小 量 也 称 为 无 穷 小 ， 它 表示 以 0 为 极限 的 丽 数 . 

例如 ， 因 为 lim 十 一 0， 所 以 函数 十 为 当 zc 时 的 无 穷 小 量 .因为 lim 寺 一 0， 所 以 数列 


人 伟 | 为 当 m->cc 时 的 无 穷 小 量 . 


由 无 穷 小 量 的 定义 ， 立 刻 可 以 得 到 如 下 定理 . 
定理 1.5.1 设 a, PB 为 同一 极限 过 程 下 的 无 穷 小 量 ,， 则 a 十 B，a 一 B，aB 仍 是 无 穷 小 量 . 
定理 1. 5.2 无 穷 小 量 与 有 界 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 


例 1.5.1 求 limzssin 二 
解 ”函数 x 是 当 z>0 时 的 无 穷 小 量 ，sin 二 是 有 界 量 ， 所 以 

limz’ sin 上 = 各 

r=0 es 
例 1.5.2 求 limsae， 
分 析 “ 当 zc 时 ， 分 子 及 分 母 的 极限 都 不 存在 ， 故 关于 商 的 极限 的 运算 法 则 不 能 应 用 . 
解 ” 因 为 种 芋 一 二 sin 是 无 穷 小 量 与 有 界 函 数 的 乘积 所 以 

limsin _ 


0. 


注 1.5.1 要 区 别 limsm 开 一 1 与 limsm 革 一 0， 这 说 明 求 极限 与 极限 过 程 ( 自 变量 的 变化 
过 程 ) 密 切 相关 . 
1.5.2 无 穷 大 量 


如 果 当 x>zo( 或 x 一 吕 ) 时 ,对 应 的 函数 值 的 绝对 值 | f(x) | 无 限 增 大 ,就 称 函数 f(x) 为 
当 zzo( 或 z ~co) 时 的 无 穷 大 量 . 记 为 lim f(z) 一 oo( 或 limf(x)== 吕 ). 
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定义 1.5.2 设 f(z) 在 点 zo 的 某 一 去 心 邻 域 内 有 定义 (或 |z| 大 于 某 一 正 数 时 有 定义 ). 
如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 G( 不 论 它 多 么 大 )， 总 存在 着 正 数 8( 或 正 数 M) ， 只 要 工 适 合 不 等 
式 0 王 |z 一 zo| 到 6( 或 |z| 之 M) ， 对 应 的 函数 值 F(z) 总 满足 不 等 式 

If(z)1>6G, 
则 称 函数 f(z) 为 当 x>zxo( 或 x 一 吕 ) 时 的 无 穷 大 量 . 

应 特别 注意 的 问题 : 对 于 当 x 一 zxo( 或 + 一 吕 ) 时 为 无 穷 大 量 的 函数 f(x) 来 说 ， 按 函数 极 
限 的 定义 ,极限 是 不 存在 的 . 但 为 了 便于 叙述 函数 的 这 一 性 态 ， 我 们 习惯 上 说 “函数 的 极限 
是 无 穷 大 量 ”， 并 记 作 

lim yz) 一 (或 imy7Cz) 一 c)， 


limf(x)=o0SGYG>0，36>0， 当 0 二 |z 一 ww |< 过 8 时 ， 有 |f(z)1| 和 >G. 


a 


limf(z)=ooSOYG>0， IM>0, 当 |z|M 时 , 有 |f(x)1|>>G. 


把 定义 中 | f(x) |>G 换 成 y(z)>G (或 f(z)< 一 G), 就 记 作 lim FCz) 一 十 co 或 
lim f(x)=—o0. 
Ci 


定义 1.5.3 如 果 lim7(z) 一 =， 则 称 直 线 x 二 zo 是 函数 > 一 7(z) 的 图 形 的 垂直 渐 近 线 , 
例如 ， 直 线 xz 二 1 是 函数 > 一 -的 图 形 的 垂直 渐 近 线 ， 
定理 1. 5. 3( 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 之 间 的 关系 ) 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ， 若 /(z) 为 无 


穷 大 量 ， 则 7 为 无 穷 小 量 ， 反 之， 车 /(z) 为 无 穷 小 量 ， 且 /和 0， 则 7 为 无 穷 大 量 . 


2 一 等 
例 上 大 553 吉 hs 


直 一 5 二 上 二 一 53614 
2z 一 3 2X1 一 3 


解 lim 
根据 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 的 关系 得 


lim—2<—3 =60 
Fe 一 5 十 4 


习题 1.5 


1. 两 个 无 穷 小 量 的 商 是 否 一 定 是 无 穷 小 量 ? 举例 说 明之 . 
2. 根据 定义 证 明 : 


本 当 -3 时 为 无 穷 小 量 


(1) y= 
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(2) > 一 zsin 二 当 Z 一 0 时 为 无 穷 小 量 
3. 求 下 列 极限 并 说 明理 由 : 


i i (2) im 二 
= 光一 
4. 计算 下 列 极限 : 
(zh)’:—zx? “这 一 不 
(1) lim ; (2) 二 
Vzt5 ; a 
(3) Hi (4) lim (1 二 喜 十 下 十 于 关上 
1 1 志和 n 
a Le HgRg | 元 站 (6) Jim( 未 十 未 十 … 十 阁 )， 
三 一 1 ZX 二 x 
CTY le (8) lim sri 
5. 若 极 限 lim [太守 一 ex 一 6] 一 0， 求 «与 4 的 值 . 
6. 计算 下 列 极限 : 
CD lims Tsin (2) lim (x — sin 3: 
ds 
(3) lim—— <, CD) lim et ns. 
r->0 S Sin 工 站 一 SInZ 
7. 求 下 列 极限 : 
(CD tim te 1!, (2) liml— 4. 


8. 求 极限 lim VzCVz 十 2 一 2 Vz 十 1 十 Vz). 


和 高 等 数学 (上 ) 


1.6 无 穷 小 量 的 比较 


两 个 无 穷 小 量 的 和 、 差 、 积 仍 为 无 穷 小 量 ， 但 商 未 必 ， 例 如 


i .Rw 
lim 0， lim- 到 一 co， lim 
rr027 0 Te0 XT 


无 穷 小 量 是 以 0 为 极限 的 函数 ,然而 不 同 的 无 穷 小 量 收敛 于 0 的 速度 有 快 有 慢 . 我 们 通 
过 考察 两 个 无 穷 小 量 的 比值 的 极限 ， 来 判断 两 个 无 穷 小 量 的 收敛 速度 . 


下 面 的 a 和 8B 都 是 在 同一 个 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 量 ， 且 a 考 0， 而 lim 电 也 是 在 这 
个 变化 过 程 中 的 极限 . 
定义 1.6.1 如 果 lim 


a 


sinz 


国 


二 0， 就 说 8 是 比 。 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 记 作 有 一 ofc). 
如 果 lim 有 二 co， 就 说 8 是 比 。 低 阶 的 无 穷 小 量 . 

如 果 lim 万 一 六 0， 就 说 8 与 是 同 阶 无 穷 小 量 . 

如 果 lim 友 二 c 取 0,k>0， 就 说 B 是 关于 a 的 k 阶 无 穷 小 量 . 

如 果 lim 有 一 1， 就 说 8 与 a 是 等 价 无 穷 小 量 , 记 作 we 一 及 


2 
例如 ， lim20 一 0， 所 以 当 z->0 时 ，2017zx? 二 0(x); 


和 
jim 后 =o， 故 当 wo 时 ， 圳 是 比 十 低 阶 的 无 穷 小 量 : 


mm 


| 本 | ， 所 以 当 x 一 0 时 ，sinz 与 x 是 等 价 无 穷 小 量 ， 即 sinz 一 zz->0). 


0 XT 


例 1.4.1、 例 1.4.2、 例 1.4.3 说 明 当 x>0 时 ,tanz~zx， 1—cosr~ 寺 x ,arcsint~ Zz. 


在 第 1.8 节 , 我 们 将 得 到 当 x 一 0 时 ，@ 一 1 一 x， Iln(1 十 Zz) 一 +，(1 十 xX) 一 1~azr( 其 中 a0). 
定理 1.6.1 设 函 数 /，g, 有 hh 在 某 U(z。) 内 有 定义 ， 且 当 z>xo 时 ， 

f(T)~g(r). 
(1) 若 lim FCz)AnCz) 一 A， 则 limgCz)AnCz) 一 A. 


h(x) 
fx) 


(2) 若 lim B. 


[2 


= 而 吾 色 一 
rm 区 ( 工 ) 
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重要 应 用 : 等 价 无 穷 小 量 用 于 简化 极限 的 计算 . 


例 1.6.1 求 lm 二 os es 


0 Sin:4zx * 

1 和 

要 二 
解 原 式 一 mc C47) 32° 


机 二 G2 求 lm 这 


z="0arcsin2x" 


解 原 式 一 li 起 一 
注 1.6.1 只 能 对 所 求 的 极限 式 相 乘 或 相 除 的 因 式 用 等 价 无 穷 小 量 代 换 ， 相 加 和 相 减 部 


分 不 可 随意 替代 ， 比 如 下 面 的 例题 . 
例 1.6.3 求 lm 


sinz 


一 后 im 


解 原 式 一 lim me 


:Sinz(1 一 cosZ) 
=lim 
0 XCOST 


:1 
TX x 1 


im 一 一 一 一 二. 
“0 CO 2 


习题 1.6 


1. 当 x>1 时 , 无穷小 量 1 一 x 和 以 下 式 是 否 同 阶 ”是 否 等 价 ? 


ab (2) 二 (1 一 2) 
2. 当 xz-~>~0 时 ,证 明 下 式 ， 
(1) arctanz 一 Zi; (2) secz 一 1 一 六 . 


3. 利用 等 价 无 穷 小 量 的 性 质 ， 求 下 列 极限 : 


pr (2) limarcsinGe on，mm 为 正 整 数 ); 


i 0 (Sinx)™ 


(3) We (4) lim SinZ 一 tan 工 
ine "(VITR—1)(VITsinz—1) 

4. 证 明 无 穷 小 量 的 等 价 关系 具有 下 列 性 质 

(1) a~a( 自 反 性 ); 


> 
高 等 数学 (上 ) 


(2) 车 a~B， 则 B~a( 对 称 性 ) ; 

(3) 车 a~B，B~Y， 则 a~Y( 传 递 性 ). 

5. 当 rz~>0 时 ， 设 无 穷 小 量 Va 十 x 一 Va(a 之 0) 是 关于 x 的 阶 无 穷 小 量 ， 则 上 是 多 少 ? 
6. 当 z>0 时 ，V1 十 ax 一 1 与 sin?z 为 等 价 无 穷 小 量 , 求 a 的 值 . 

7. 已 知 当 zx 一 0 时 ，(1 十 oz) 言 一 1 与 1 一 cosz 是 等 价 无 穷 小 量 , 求 常数 a. 

8. 当 z>0 时 ，e™™ 一 er 与 x" 是 同 阶 无 穷 小 量 , 则 为 (。”). 


6 有 (B) 4 (C) 立 (D) 2 

9. 当 xz>0 时 , 下列 4 个 无 穷 小 量 中 比 其 他 3 个 更 加 高 阶 的 无 穷 小 量 是 ( 流 

(A) lIn(1+zx) (B) e’—1 (OC) tanz— sinz (D) 1 一 cosz 

10. 设 z->0 时 ，e 一 (oz 十 px 十 c) 是 比 巡 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 其 中 ge，0，*c 是 常数 ， 则 
 。 流 

(A) a=6=1, c=0 (B) a=e=1, 6= 

(B) a=c=2, b=0 (D) a=6=1, c=0 

1 设 limy(a) 及 limg(z) 均 存在 ， 则 lim-2 

(A) 存在 (B) 不 存在 

(C) 不 一 定 存在 (D) 存在 但 非 零 


12. 证 明 lim 二 一 不 存在 ， 
i bn 


一 CE (1 


Cy lm 到 za (2) lim 2 十 225 
wg im Cd4z 十 1) (9z 十 2) 一 
Ga fins = (4) lim (6x—1)” 


14. 求 下 列 极限 : 


(1) lim -Ss # limtan2ztan (—z); 
a “到 ry 二 = 
.COS3T— COS5T 

(3) lim 


15. 分 析 下 面 求 极限 lm 的 解法 是 否 正确 。 


当 z>0 时 ,tanz~x，sinz~x， rete de lim<—<=0. 
0 0 二 
16. 计算 下 列 极限 : 
Cl) inzeotzs (2) lim ee, 
0 a 
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oo mm 可 后， 


(4) lim2"sin 2 工 是 不 为 0 的 常数 ; 
全 (6) lim ; 
NT sit Ml1— cosr 
Ee— ne 工 十 zx 一 】 
tn lim> 十 sin3zx” (8 tim Sin 工 
雪 一 1! 
(9) lim(1— xz); (10) lim (1 一 宇 ) 
的 这 lim (TE) . 
IT” 盏 


和 高 等 数学 (上 ) 


1.7 函数 的 连续 性 与 间断 点 


连续 函数 是 高 等 数学 着 重 研究 的 一 类 函数 . 从 几何 图 形 上 来 看 ,连续 函数 的 图 象 是 一 条 
连绵 不 断 的 曲线 . 然而 这 仅仅 是 一 种 直观 上 浅显 的 认识 . 本 节 给 出 连续 性 的 精确 定义 ，1. 8 
节 在 此 基础 上 研究 其 性 质 . 


1.7.1 连续 函数 的 概念 


定义 1.7.1 设 函 数 y=F(z) 在 某 U(zo) 内 有 定义 ， 如 果 
limf (7)=/(x0), 上坟 人 1b 

那么 就 称 函 数 f(z) 在 点 ze 处 连续 . 

注 1.7.1 式 (1.7.1) 又 可 以 表示 为 

limf (x) =/(limz). 

这 样 y= 二 f(x) 在 点 zo 处 连续 意味 着 极限 运算 lim 与 对 应 法 则 了 可 交换 次 序 . 

例 1.7.1 证 明 
sin 22, z#0, 

0, z=0 

在 x=0 处 连续 ， 

证 明 ”按照 函数 在 一 点 处 连续 的 定义 ， 

lim fC) =lima™" sin =0=f(0)， 

所 以 f(z) 在 z=0 处 连续 . 事实 上 ,上述 极限 为 0 是 因为 有 界 量 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 
小 量 . 

为 了 引入 函数 y 二 f(x) 在 点 xo 处 连续 的 等 价 定义 ， 记 Az 二 x+ 一 zo。， 称 为 自 变 量 zx 在 点 
Zo 的 增 量 或 改变 量 ， 相 应 的 函数 > 在 点 zw 的 增 量 记 为 

Ay=f(x)— f(xz0)=f(rot Ax)— f(xo). 
引入 增 量 的 概念 后 ， 有 函数 y 王 f(z) 在 点 xo 处 连续 的 等 价 定义 
定义 1.7.2 设 函 数 y 二 f(x) 在 某 U(xo) 内 有 定义 ， 如 果 
limAy=lim[f (z+ Ar) —/(z0)]=0, 

那么 就 称 函数 y= 二 f(x) 在 点 zu 处 连续 . 

也 就 是 说 ， 当 自 变量 的 增 量 Az 一 zx 一 zo 趋 于 零 时 ,对 应 的 函数 的 增 量 Ay= 二 (zo 十 Ax) 
一 (xzo) 也 趋 于 零 . 


[ao 
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函数 y= 二 f(z) 在 点 ze 处 连续 的 定义 ,也 可 用 如 下 s6 语言 来 描述 . 
定义 1.7.3 设 函 数 y== 了 (xz) 在 某 U(zx。o) 内 有 定义 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 s>0， 总 存在 
着 5>>0，, 使 得 当 |zx 一 zo。1<6 时 有 
If (2) — fr) le 
那么 就 称 函 数 y= 二 了 f(z) 在 点 xo 处 连续 . 
定义 1.7.4 设 函 数 y 二 f(z) 在 某 U- (xo) 内 有 定义 ， 如 果 
lim f(x)=f(z0), 


则 称 y= 二 f(x) 在 点 ze 处 左 连续 ; 设 函 数 y 二 f(x) 在 某 U; (zo) 内 有 定义 ， 如 果 
lim f(z)= f(z0), 


则 称 y= 二 f(z) 在 点 xo 处 右 连续 . 

左 、 右 连续 与 连续 的 关系 : 函数 y= 二 f(x) 在 点 xo 处 连续 等 价 于 y= 二 f(x) 在 点 z 处 既 右 
连续 又 左 连续 . 

在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 ， 叫 做 在 该 区 间 上 的 连续 函数 ， 或 者 说 函数 在 该 区 间 上 连 
续 . 如 果 区 间 包 括 端点 ， 那 么 函数 在 右 端 点 连续 是 指 左 连续 ， 在 左 端点 连续 是 指 右 连续 ， 

例 1.7.2 证 明 函 数 y=sinz 在 区 间 ( 一 ="， 十 cc=) 内 是 连续 的 . 

证 明 根据 和 差 化 积 公式 有 


Ay 一 sin(Zz 十 Az) 一 sinr 2cos (1 等)sin > 


注意 到 
0<|Ay|<2lsin 等 |<|azl, 

运用 夹 挤 原理 ， 当 Ar->0 时 ， 有 Ay>0， 所 以 > 一 sinz 在 区 间 ( 一 2， 十 oo) 内 连续 . 

1.7.2 函数 的 间断 点 


设 函 数 /(z) 在 某 U(zu) 内 有 定义 ， 如 果 函 数 f(z) 有 下 列 三 种 情形 之 一 ， 

(1) 在 z 没有 定义 ; 

(2) 虽 在 ro 有 定义 ,但 lim /(z) 不 存在 ; 

(3) 昌 在 z 有 定义 且 lim f(z) 存在 ， 但 limf(z) 取 f(zxo); 
则 f(z) 在 点 x 不 连续 .而 点 避 称 为 函数 7 的 不 连续 点 或 间断 点 ， 

定义 1.7.5 若 limf(zx) 二 A, 而 了 在 点 zx。 没有 定义 或 者 有 定义 但 是 f(zo) 隆 A， 则 称 点 
zo 为 了 的 可 去 间断 点 . 


六 一 于 


一 各 


例 1.7.3 函数 y 一 


在 x 二 2 没有 定义 ,所 以 点 + 二 2 是 该 函数 的 间断 点 ， 而 且 是 可 
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去 间断 点 . 
例 1.7.4 设 函数 


指出 f(z) 的 间断 点 . 
解 ”因为 


fit ls ,limf Cz) /01), 


定义 1.7.6 若 函 数 了 在 点 zu 的 左 、 右 极限 都 存在 ， 然 而 lim A(z) 隆 lim f(x)， 则 称 点 


zo 为 了 的 跳跃 间断 点 . 
例 1.7.5 设 函 数 
-ls we 
f(x)=150, x=0,， 
天 十 jy zo>0 
指出 A(z) 的 间断 点 . 
解 因为 
lim f(x)= lim (z 一 1) 王 一 1， 


0 一 


上 


lim f(7)= lim (x+1)=1, 
Tim fF lim Fa)， 
所 以 被 限 lin/(z) 不 存在 ,x 一 0 是 丽 数 FCz) 的 间断 点 ， 并 且 是 跳跃 间断 点 
可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 统称 为 第 一 类 间断 点 。 其 特点 是 丽 数 在 该 点 处 左 、 右 极限 都 存 
在 .函数 的 所 有 其 他 形式 的 间断 点 ， 即 使 得 函数 至 少 有 一 侧 极限 不 存在 的 点 ， 称 为 第 二 类 间 
断 点 ， 


例 1.7.6 正切 函数 y=tanz 在 z 一 了 处 没有 定义 ， 所 以 点 z 一 于 是 函数 anz 的 间断 点 . 


又 因为 limtanz 一 =， 故 zx 一 二 为 函数 tanz 的 第 二 类 间断 点 


习题 1.7 


sa ，Z 天 0， 
1 藻类 | 在 x=0 处 连续 ， 则 a 二 


a, T=0 
[sz 
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4 十 pz ，Zz 生 0， 
2. 设 f(z)=4 sinbz sf 在 z=0 处 间断 ， 则 常数 a 与 5 应 满足 怎样 的 关系 ? 
wg 
Er 
3. 设 f(z) 和 g(x) 在 (一 2 十 吕 ) 内 有 定义 ，f(x) 为 连续 函数 , 且 f(z) 隆 0，g(x) 有 间 
断 点 ， 则 ( 时 


(A) gL 了 (zx)] 必 有 间断 点 (B) g(z)/f(z) 必 有 间断 点 
(C) [g(xz)]? 必 有 间断 点 (CD) f[Lg(z)] 必 有 间断 点 

4. 设 丽 数 /(z) 二 lim 于 和 讨论 函数 /(z) 的 间断 点 ， 其 结论 为 ( 。 )。 
(A) 不 存在 间断 点 (B) 存在 间断 点 xz 一 1 

(C) 存在 间断 点 z==0 (D) 存在 间断 点 zx 一 一 1 

5. 讨论 函数 f(1)—limS 一 的 连续 性 . 


6. ES 
Ws Mels 
2—ms Le p<2 
zx, —l1<z<1, 
四 
7. 下 列 函 数 在 指出 的 点 处 间断 ， 说 明 这 些 间 断 点 属于 哪 一 类 ， 如 果 是 可 去 间断 点 ， 则 补 
充 或 改变 函数 的 定义 使 它 连 续 . 


| 


区 一 35 寺 2 


(1) 7eo-| 


(2) f(x)= 1 


(1) y ， X=]1, zx=2; 


(2) y er X=krx, r=kn+ 及 0， 士 1， 士 2，…); 


1 
= 
(3) y 一 cos Fb 一 0; 


本 一 外 有 
(4) y= z=1. 
Sp ws 


8. 讨论 函数 f(D lim 二 


三 jx 的 连续 性 ， 若 有 间断 点 ， 判 别 其 类 型 . 


高 等 数学 (上 ) 


1.8 连续 函数 的 运算 、 初 等 函数 的 连续 性 、 
闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


从 极限 出 发 ， 有 了 连续 函数 的 定义 . 那么 我 们 经 常 遇 到 的 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 是 否 
连续 呢 ? 本 节 给 出 肯定 的 回答 ， 最 后 介绍 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 . 


1.8.1 连续 函数 的 和 、 差 、 积 及 商 的 连续 性 
定理 1.8.1 设 函 数 f(x) 和 g(z) 在 点 xo 连续 ， 则 函数 FCz) 士 gCz)，FCz)。g(Cz)， 


2 g(xo) 尖 0 时 ) 在 点 zs 也 连续 . 


证 明 ”我 们 只 给 出 /(z) 士 g(x) 连 续 性 的 证 明 . 因为 FCz) 和 g(x) 在 点 zo 连续， 所 以 它 
们 在 点 ze 有 定义 ， 从 而 f(z) 士 g(x) 在 点 xo。 也 有 定义 ， 再 由 连续 性 和 极限 运算 法 则 ， 有 
lim[L/(x) 土 jg(2) 三 lim/(z) 土 limg(x) 一 (xzo) 士 gCzo)， 
根据 连续 性 的 定义 ，7(z) 士 g(z) 在 点 x 连续 ， 
例 1.8.1 sinz 和 cosz 都 在 区 间 ( 一 c2， 十 ce) 内 连续 ， 故 由 定理 1.8.1 知 tanz 和 cotz 
在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 . 
三 角 函 数 sinz，cosz，secz，cscz，tanz，cotz 在 其 有 定义 的 区 间 内 都 是 连续 的 . 


1.8.2 反 函 数 与 复合 函数 的 连续 性 


定理 1.8.2 如 果 函 数 y 二 /(z) 在 区 间 I, 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 ， 那 么 它 的 反 
函数 z= 二 f(y) 也 在 对 应 的 区 间 了 ,一 {y: y 二 f(x)，xE1T} 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 . 
例 1.8.2 由 于 y 一 sinz 在 区 间 | 一 子 ， 去 ] 上 单调 增加 且 连 续 ,所 以 它 的 反 函 数 y= 


arcsinz+ 在 区 间 [ 一 1，1] 上 也 是 单调 增加 且 连 续 的 . 
反 三 角 函 数 > 一 arcsinz，y 一 arccosz，y 一 arctanrz，y 一 arccotz 在 它们 的 定义 域内 都 是 连 
续 的 . 


定理 1.8.3 设 函 数 y 二 /[g(z)] 由 函数 y= 了 (ww) 与 函数 二 g(x) 复 合 而 成 ,U(xo)CC 
es 若 limg(z) 一 mm， 而 函数 y= Fo 在 zx 连续 ， 则 


limfLg(7)]= limf() = fu). 
1.8.3 初等 函数 的 连续 性 
我 们 已 经 知道 了 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 . 事实 上 ， 基 本 初等 


[3 
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函数 在 它们 的 定义 域内 都 是 连续 的 . 
最 后 ,根据 初等 函数 的 定义 ,由 基本 初等 函数 的 连续 性 以 及 本 节 有 关 定 理 可 得 下 列 重要 
结论 : 


[二 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 的 .] 
所 谓 定义 区 间 ， 就 是 包含 在 定义 域内 的 区 间 . 
初等 函数 的 连续 性 在 求 函数 极限 中 有 重要 应 用 : 如 果 7(z) 是 初等 函数 ， 且 zx 是 /(x) 的 
定义 区 间 内 的 点 ， 则 limf(z)==f(xo). 
例 1.8.3 求 lim V1 一 zz . 
解 ” 初 等 函数 FCz)= V1 一 好 在 点 0 是 有 定义 的 ,所 以 
limVi—z =—Vi—0 =1. 


例 1.8.4 求 limln(sinz). 


= 到 


解 “初等 函数 /(z) 一 In(sinz) 在 点 也是 有 定义 的 ， 所 以 


各 a uy 
Dat sin7) 一 In (sin 机 ) 一 0. 


例 1.8.5 求 lm 一 1. 


(Vit+zx:—D (Vit+z’+1) 


解 ” 原 式 =lim 
0 ZzCV1 十 好 十 1) 
0 
一 lim 一 一 二 -一 一 了 一 0. 
0 事 
例 1.8.6 求 lm 名 十 菩 


解 原 式 一 limlog. 1 + =log,e=. 
特别 地 ， 当 a 一 e 时 ， 


| shen | 


例 1.8.7 求 lim 


A 
解 令 a 一 1=y， 则 z=log, (1 十 y)， 当 x 一 0 时 y->0， 于 是 
a 


le y 
i 


lna. 


特别 地 ， 当 a 二 e 时 ， 


和 高 等 数学 (上 ) 


上 述 两 例 ， 蕴 含 着 重要 结论 : 

X00 时 , e* 一 1] 一 zx; ln(l1 十 Xx)~z. 
读者 可 自行 证 明 当 x 一 0 时 ，(1 十 x)" 一 1~ar， 其 中 a 关 0. 
例 1.8.8 求 lim(1 十 2017z) 志 ， 


1 _. 20l7z 


解 原 式 ==lim(1 十 2017x)m 二 ”sinr 


2017 
= 。 


1.8.4 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


1. 有 界 性 与 最 大 值 、 最 小 值 定理 
定义 1.8.1 设 函 数 f(z) 在 区间 I 上 有 定义 . 如 果 有 zoET， 使 得 对 于 任 一 zxETI， 都 有 
He fm NR Pa)s 
则 称 f(xo) 是 函数 f(x) 在 区 间 I 上 的 最 大 值 (或 最 小 值 ). 

定理 1. 8.4( 有 界 性 与 最 大 值 .最 小 值 定 理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 上 有 界 且 一 
定 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

该 定理 说 明 ， 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a，6b] 上 连续 ,那么 至 少 有 一 点 x E€ [a，0]， 使 得 
f(zi) 是 f(x) 在 La,， J 上 的 最 大 值 ， 又 至 少 有 一 点 x ELa, 中 ,使 得 f(x;) 是 f(x) 在 La, 9] 
上 的 最 小 值 . 

注 1.8.1 如 果 函 数 在 开 区 间 内 连续 , 或 函数 在 闭 区 间 上 有 间断 点 ,那么 函数 在 该 区 间 
上 就 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 ,在 开 区 间 (0,1) 考 察 函数 y 二 +. 又 如 ， 函 数 

J 0<zr<1: 


f(z)=41; r=1s 
[i 1<w<2 
在 闭 区 间 L0，2] 上 无 最 大 值 和 最 小 值 . 
2. 零点 定理 与 介 值 定理 
定义 1.8.2 如 果 xz 使 得 f(zxo) 二 0， 则 点 xo 称 为 函数 f(x) 的 零点 ， 
定理 1. 8. 5( 零 点 定理 ) 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,，6] 上 连续 ,上 且 f(a) 与 f(5) 异 号 ， 即 
fla) » f(6)<0. 


那么 在 开 区 间 (a,，5) 内 至 少 有 一 点 5， 使 得 
CS) 一 0. 
几何 意义 : 如 果 连 续 曲 线 弧 的 两 个 端点 位 于 工 轴 的 不 同 侧 ， 那么 这 段 弧 与 工 轴 至 少 有 一 
个 交 展 ; 


定理 1. 8.6( 介 值 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 La, 64] 上 连续 ,上 且 在 这 区 间 的 端点 取 不 同 
的 函数 值 f(a) 二 A 及 f(b)==B， 那么 , 对 于 A 与 B 之 间 的 任意 一 个 数 C， 在 开 区 间 (a, 5) 内 
至 少 有 一 点 6， 使 得 f( 和 二 C. 
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证 明 我们 利用 零点 定理 证 明 . 设 p(x) 二 f(x) 一 C， 则 p(x) 在 闭 区 间 [La, 6] 上 连续 ,上 且 
9(a) 一 4 一 C 与 9(O) 一 B 一 C 异 号 . 根据 零点 定理 ,在 开 区 间 (a, 5) 内 至 少 有 一 点 $， 使 得 
pH=f(d—C=0 (a<é<0), BT fH =C(a<é<D). 
推论 1. 8.1 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 取 得 介 于 最 大 值 M 与 最 小 值 m 之 间 的 任何 值 . 

例 1.8.9 证 明 辽 一 3 习 十 1 一 0 在 (0，1) 内 至 少 有 一 个 根 . 
证 明 函数 f(x) 二 x’ 一 3x’ 十 1 在 闭 区 间 L[0，1] 上 连续 ， 又 
f(0)=1>0, f(1)=—1<0, 
根据 零点 定理 ， 在 (0，1) 内 至 少 有 一 点 &, 使 得 f( 引 一 0， 即 
—38+1=0 (0<é#<1). 
这 说 明 方 程 xz’ 一 3x* 十 1 二 0 在 (0，1) 内 至 少 有 一 个 根 


习题 1.8 


1. 求 函 数 CD 一 下 年 一 后 一 的 连续 区 间 ， 并 求 极限 lim/Gz) ，lim f(x) 及 lim f(x)， 


2. 设 函 数 f(z) 与 g(x) 在 点 zo 连续 , 证明 函 数 g(x) 一 max{ f(x), g(z))}, y(zx) 二 min 
{f(zx)，g(z)} 在 点 zxo 也 连续 ， 
3. 求 下 列 极限 : 


(1) limwWz 一 2z 十 5; (2) lim(sin2z)， 
汪汪 
CG) limln(zeos2a)， CD) lim¥ tll, 
(5) lim 一 二 全， (6) limStmz — Se, 
r>a Ta 
7) lim ( Tro— Vr 一 工 ). 
4. 求 下 列 极限 : 
i 2 hii we, 
(3) lm 人 (1+ 二 ) ， C42) TimC LH tant we) er, 
aes 攻 r=0 
本 
(5) lim (<) Coy lo Tene— eine 
ha a 
5. 设 函 数 
7<0， 
Ap-| 
sr, 2 


高 等 数学 (上 ) 


应 当 如 何 选择 数 a 使 得 f(x) 成 为 在 (一 2O， 十) 内 的 连续 函数 ? 
6. 确定 的 值 ， 使 
i 工夫 0， 
f(z)= 
k, z=0 
在 z=0 处 连续 . 
用 二 = 的 半 线 区 间 . 


3 
— 


7. 计算 函数 f(x) 二 


sinz 的 间断 点 ， 并 指明 其 类 型 


区 一 下 


8. 指出 函数 f(z) 二 


9. 试 确定 a 和 6 的 值 , 使 (x) = 一 和 光一 7; 有 无 穷 间断 点 z 一 0 和 可 去 间断 点 x 二 1. 


(Ee— 
10. 证 明 方程 x 一 3+==1 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 之 间 . 
11. 证 明 方程 zx= 一 asinz 十 0， 其 中 a 二 0, 50， 至 少 有 一 个 正 根 ， 并 且 它 不 超过 a 十 b. 
12. 设 函 数 fGz) 对 于 闭 区 间 [e， 纪 上 的 任意 两 点 xx，>y， 恒 有 
[fC(2)—f6% |<L|z—y|, 
其 中 工 为 正常 数 ， 且 f(a)f(5) 二 0, 证 明 : 至 少 有 一 点 feE (a,，5)， 使 得 f( 和 = 二 0. 
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1. 填空 题 
1 
(1) (7) 一 一 一 一 一 久 
函数 f(z LED 的 定义 域 为 
本 一 2，Z2z0， 
(2) 设 函 数 ro X=0， 则 limf(x) 三 
sinzr—cosr, x=<0, 
(3) z=0 是 f(x)=xeos 下 的 间断 点 . 


(4) 要 使 f(x) 一 (1 十 zx?) “在 x 一 0 处 连续 ， 应 补充 定义 /(0) 的 值 为 


el, sl, 
(5) 设 f(z)=4 一 1 在 z=1 处 连续 ， 则 “一 
yy E>] 


(6) 设 f(z)==z?，g(z)==2， 则 函数 f[g(zx)]= 


号 一 攻 SN 
(7) 函数 f(x) 二 二 于 5 的 定义 域 为 


TX 


(8) y 一 本 有 个 间断 点 . 
2. 选择 题 
(1) 数列 有 界 是 数列 收敛 的 ( % 
(A) 充分 条 件 (B) 必要 条 件 
(C) 充分 必要 条 件 (D) 既 非 充分 条 件 又 非 必要 条 件 
a lim[ Ta tast ter | ¢ %» 
(A) 1 (B) 一 (C) oo (D) 一 
1，Zz 天 1， 
(3) 已 知 tn 则 limf(z)=(  ). 
0, z=1, Wl 
(A) 0 (B) 1 5 (D) 不 存在 
(4) x 一 0 时 ，1 一 cos2z 是 z: 的 ( ' 
(A) 高 阶 无 穷 小 量 (B) 同 阶 无 穷 小 量 ， 但 不 等 价 
(C) 等 价 无 穷 小 量 (D) 低 阶 无 穷 小 量 
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(5) 如 果品 时， 二 是 比 -二 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 则 a， b,c 应 满足 ( 
(A) a=0, b=1, c=1 (B) a 关 0, 5 二 1,c 为 任意 数 
(C) a 关 0, 5 和 c 为 任意 数 (D) a, b,c 都 可 以 是 任意 数 
(6) 在 rz->0 时 ， 下面 说 法 中 错误 的 是 ( 过 
(A) zsinz 是 无 穷 小 量 (B) zxsin 二 是 无 穷 小 量 
(C) 工 sin 是 无 穷 大 量 (D) 二 是 无 穷 大 量 
部 这 和 
a lm 一 站 
(A) 0 (B) 1 (C) 一 1 (D) 不 存在 
3. 计算 题 
2z 十 1，z>0， 
(1) 设 ten- ， 求 f(2x 一 1). 
.dy Ds 


(2) 设 当 xz>0 时 , a(x) 二 VI 二 3z 一 V1 一 3x”~Ax*， 试 确定 A 及 k. 


wy i 


0 Xtanz “ 


第 2 蔓 导 数 与 微分 


本 童 开始 讨论 一 元 函数 的 微分 学 , 它 是 微 积分 学 的 重要 内 容 . 导数 与 微分 的 概念 是 建立 
在 极限 基础 之 上 的 . 


2.1 导数 的 概念 


2.1.1 问题 的 提出 


变速 直线 运动 的 肯 时 速度 
设 一 质点 作 非 匀速 直线 运动 ，* 一 /7) 是 其 运动 规律 函数 . 求 动 点 在 时 刻 的 肯 时 速度 ， 
考查 比值 
sf/ 
t—to 
它 是 质点 在 时 间 段 [6， 厅 (或 [4 了) 内 的 平均 速度 。 当 1 时 ， 若 比值 帮 2 二 大 人 的 极限 


存在 ， 则 称 极限 


FD — 


v=lim 
一 看 


ito 


为 质点 在 时 刻 mm 的 瞬时 速度 . 
2.1.2 函数 在 一 点 处 的 导数 与 导 函 数 


从 上 面 所 讨论 的 问题 看 出 ， 实质 上 ， 非 匀速 直线 运动 的 瞬时 速度 由 极限 
jim Fld— fla 
eh 


0 


所 定义 . 更 一 般 地 有 以 下 定义 . 
定义 2.1.1 设 函 数 y=(z) 在 某 U(zo) 内 有 定义 . 若 极限 
lim Lf) (2.1.1) 


i 


存在 ， 则 称 函 数 y 二 A(z) 在 点 zo 处 可 导 ， 并 称 这 个 极限 为 函数 f(x) 在 点 xo 处 的 导数 ， 记 为 
(wo) 或 


高 等 数学 (上 ) 


今 A 二 Zz 一 Xo，Ay 二 了 (zo 十 Az) 一 f(zo)， 则 式 (2. 1.1) 可 写 为 
Ay i f(xzot Az)— f(zo) 六 


即 


其 中 


dy df(z) 


p 
> | gr a 


| z=10 


re Az 


如 果 式 (2. 1. 1) 或 式 (2. 1. 2) 的 极限 不 存在 ， 就 说 函数 f(x) 在 点 xo 处 不 可 导 . 
如 果 函 数 y= 二 f(z) 在 开 区 间 了 内 的 每 点 处 都 可 导 ， 就 称 函数 /(x) 在 开 区 间 了 内 可 导 . 此 
时 ， 对 于 任 一 zET， 都 对 应 着 /(z) 的 一 个 确定 的 导数 值 . 这 样 就 构成 了 一 个 新 的 函数 ， 这 
个 函数 叫做 原来 函数 y 二 f(x) 的 导 函 数 ， 记 作 


导 函 数 (xz) 简称 导数 ，f'(xo) 就 是 导 函 数 f(x) 在 点 z+ 二 zxo 处 的 函数 值 ， 即 


例 2.1.1 
解 f(x) 


CON = 
例 2.1.2 


i pin ys dr) 
Gs 开 或 -ao 


f zo)=f (7) |. 

求 函 数 F(z) 一 C(C 为 常数 ) 的 导数 . 
f(z+Az)—f(z) ,. C—C 
入 FE 坊 巨 


li 0. 
Ar 


求 函 数 f(x) 二 x"(nEN; ) 在 x=a 处 的 导数 . 


本 ( 汶 计 DD = 全 10 _ 页 到 一 上 
-4 


aT—a 


ma 一 


lim(z 一 十 az Fs 


事实 上 ,根据 等 比 数列 求 和 公式 可 得 


一 区 
学 入 


注 2.1.1 


三 
= ey 


把 以 上 结果 中 的 a 换 成 x 可 得 (x) 二 nx”'， 即 
(2) =nzr™!. 


注意 到 牛顿 (Newton) 二 项 式 展开 


《2. 1. 2) 
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Ra 十 A 动 一 
AZ 


一 (a Ax)”—a” 
cs 
Ar-0 TT 


f (a)= lim 
Ar-0 
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A a RY 
Ar=0AT 


=lim[Ca™ :十 CAza 一 十 十 (CAz)”] 
Ar0 


=na™, 


更 一 般 地 ， 关 于 短 函 数 求 导 有 


(ze) 一 pz 一 1. 


其 中 /为 常数 ， 
例如 ， 
站 1 a 
(== 人 TF 
例 2.1.3 求 函 数 f(z) 二 sinz 的 导数 . 


’ > (CE 5 好 
f(z Az) — f(x) 
了 Ax 


= Sin(Zz 十 AZz) 一 sin 并 


Ar0 Arz 
| 了 
lim 2cos (2 十 )sin 亲 
in Az 
2 


sin 

Ni g 
Bele+ 3 ) "a 
2 


即 
(sinz)’=cosz. 
用 类 似 的 方法 ,可 求 得 
(cosz) “一 一 sinz。 
实际 上 ， 上 述 过 程 用 到 了 和 差 化 积 公式 . 为 方便 读者 ， 我 们 简要 证 之 . 
sin(a 十 了) 一 sinacosB + cosasin?. 
sin(a 一 外) 一 sinacos8 一 cosasin 有 
两 式 作 差 得 


sin(a 十 B) 一 sin(a 一 月 一 2cosasinB. 


令 a 十 B=y,， a 一 B=z， 有 


te 2 


siny 一 sinz 一 2cos 


例 2.1.4 求 函数 F(z) 一 必 (e 过 0，a 天 1) 的 导数 . 


AS 


高 等 数学 (上 ) 
im /+Ar)— f(z) 
解 f(z)=lim De 
=lime 
ar-0 Ax 
ar 
一 ar lime 1 
Ar=0 AT 
例 1. 8.7 
= las 
即 


(ua) =arlaa, 
特别 地 ， 当 a 二 e 时 ， 有 
(Ce) =e, 
例 2.1.5 求 函 数 f(x)==logsx (a>>0，a 关 1) 的 导数 . 


解 f(x)= lim ‘z+ A)—f(7) 
Ar0 


Arz 
jis log。.(z 十 Az) 一 log.z 
Ar-0 要 
i 天 十 入 二 
=limxzlog, ( i ) 
a Az 
一 二 mAzlog (lt 全) 
二 和 站 Az 至 
读 Tlimlog, (1 十 了 ) 
1 
一 六 ee lna” 
即 
Mm 
(logax) ~ zlna’ 


特别 地 ， 当 a 二 e 时 ， 有 
dne) = 二， 
2.1.3 章 侧 导数 


定义 2.1.2 设 函 数 y= 二 f(x) 在 某 U; (zo) 内 有 定义 . 车 
lim LD Ef 0) 


二 过 工 一 To 
或 
lim Let A f(r) 
Ar=0t A 
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存在 ， 则 称 这 个 极限 值 为 函数 y 二 f(x) 在 点 x。 处 的 右 导 数 ， 记 为 广 : (xo). 
设 函 数 y 二 了 (x) 在 某 U_ (zo) 内 有 定义 . 若 
lim 一 六 Ce 


攻 T—Xo 
或 
lim f(zot Az)— f(zo) 
Ar-0— Az 


存在 ， 则 称 这 个 极限 值 为 函数 y= 二 f(z) 在 点 z 处 的 左 导 数 ， 记 为 广 - (xzo). 

左 、 右 导数 统称 为 单 侧 导 数 . 

导数 与 左 、 右 导数 有 如 下 关系 : 

定理 2.1.1 函数 /(x) 在 点 z 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 导数 和 右 导 数 都 存在 且 相 等 . 

如 果 函 数 /(z) 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 ， 且 右 导 数 广 : (a) 和 左 导数 广 - (5) 都 存在 ， 则 称 
了 f(z) 在 闭 区 间 [a,，6] 上 可 导 . 

例 2.1.6 证 明 函 数 f(x)==|z| 在 x=0 处 不 可 导 . 
HAz)—f(0) Ar 

Ar Arco- AZ 

f+(0)= lim 人 lim 和 
因为 六 (0) 隆 /7;(0)， 所 以 函数 F(z) 一 |z| 在 zx 一 0 处 不 可 导 . 


2.1.4 导数 的 几何 意义 


函数 y= 二 f(z) 在 点 zu 处 的 导数 了 (zo) 在 几何 上 表示 曲线 y= 二 fz) 在 点 M(xzo。，f(zo)) 处 
切线 的 斜率 . 
如 果 y= 二 f(x) 在 点 zu 处 的 导数 为 无 穷 大 ， 那么 这 时 曲线 y= 二 f(x) 在 点 M(xo。，f(zo)) 处 
具有 垂直 于 x 轴 的 切线 x 二 xo. 
由 直线 的 点 斜 式 方程 可 知 ， 曲 线 y 二 f(x) 在 点 M(x。，yo) 处 的 切线 方程 为 
3 一 = RE 一半 


过 切 点 M(xz。，yo) 且 与 切线 垂直 的 直线 叫做 曲线 y 二 f(x) 在 点 M(xzo。，yo) 处 的 法 线 . 如 
果 广 (z) 天 0， 那么 法 线 的 斜率 为 一 亚 dt， 从 而 法 线 方程 为 


lim | 


征明 ”00= 硕 下 中 


Ar-~0 一 


1 


1 
PE 2 


3 一 的 二 一 
例 2.1.7 求 双 曲线 > 一 二 在 点 (1， 1) 处 的 切线 的 斜率 ， 并 写 出 在 该 点 处 的 切线 方程 和 
法 线 方程 . 


解 y' 一 一 去， 所 求 切线 及 法 线 的 斜率 分 别 为 


45| 


和 高 等 数学 (上 ) 


所 求 切线 方程 为 


37 一 1 一 一 (z 一 1)， 即 z 十 y 一 2. 
所 求法 线 方程 为 
3 一 1 一 zx 一 1， 即 zx 一 y 一 0. 


2.1.5 函数 的 可 导 性 与 连续 性 的 关系 


设 函数 y=/(z) 在 点 x 处 可 导 ， 即 limSs 存 在 且 为 PCzi)， 此 时 有 


加 -a[ 优 7] 如 仿 lm + 00 
这 就 是 说 ， 函 数 y= 二 f(x) 在 点 zo 处 是 连续 的 . 所 以 ， 如 果 函 数 y= 二 A(z) 在 点 z 处 可 导 ， 则 
函数 在 该 点 必 连 续 . 但 是 ， 一 个 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 处 可 导 . 例如 例 2.1.6 以 及 
下 面 的 例子 . 
例 2.1.8 函数 [(z) 二 Vz 在 区 间 ( 一 ,十 吕 ) 内 连续 ,但 在 点 zx 一 0 处 不 可 导 . 这 是 因为 
lim {0+ A — /0) lim YS) | 


这 说 明 Vz 在 点 x 二 0 处 不 可 导 . 
习题 2.1 
1. 选择 题 
归 二 SS]ls 
(1) 设 函 数 f(x)=43 则 f(z) 在 x=1 处 的 ( 中 
Ty Wls 
(A) 左 、 右 导数 都 存在 (B) 左 导数 存在 ， 右 导数 不 存在 
(C) 左 导数 不 存在 ， 右 导数 存在 (D) 左 、 布 导数 都 不 存在 
Nt 昌 二 ZX>0， 
(2) 设 函 数 f(z) 二 这 在 z=0 处 可 导 , 则 a, 5 的 值 满 足 ( , 册 
azr 十 0，Z 委 0 
(A) a=0, 6=0 (B) a=1, 6=1 
(C) a 为 任意 常数 ，0 一 0 (D) a 为 任意 常数 ,6b 一 1 


(3) 设 f(x) 可 导 ,， F(z) 二 f(x)(1 十 |sinz|), 则 f(0)=0 是 F(z) 在 x=0 可 导 的 ( 入 


[4 
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(A) 充分 必要 条 件 (B) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 
(C) 必要 条 件 但 非 充分 条 件 (D) 既 非 充分 条 件 也 非 必要 条 件 
2. 判断 题 


(1) 若 FGz) 在 z 处 左 、 布 导数 都 存在 则 f(z) 在 ze 可 导 . 
(2) 车 f(z)，g(z) 均 在 vo 可 导 ， 且 (xo)=g (zo); 则 f(z6)=g(xo). 
(3) 若 f(x)，g(z) 均 在 zo 可 导 ， 且 f(xo)=g(zo)， 则 了 (zo)=g (xo). 


(4) 车 XE (zo 一 6，zo 十 6)，X 关 Zo 时 f(z) 二 g(x),， 则 f(z) 和 g(xz) 在 xo 处 具有 相同 的 


可 导 性 . 


( 


》 


(5) 车 存在 z 的 一 个 邻 域 (zo 一 9，zo 十 8) ， 使 得 zeE (xo 一 6,， zo 二 6) 时 f(z)==g(zx)， 


则 f(z) 和 g(x) 在 xo 处 具有 相同 的 可 导 性 . 若 可 导 ， 则 广 (zu ) 一 5 (xo). 
3. 计算 题 . 


( 


》 


(1) 已 知 直线 运动 方程 s==38 十 2t 十 1， 分别 令 At= 二 1，0.1，0.01, 求 从 t=2 至 1=2 十 At 


这 一 段 时 间 内 运动 的 平均 速度 及 t 一 2 时 的 瞬时 速度 . 


(2) 等 速 旋转 的 角速度 等 于 旋转 角 与 对 应 时 间 的 比 ， 试 由 此 给 出 变速 旋转 的 角速度 的 定义 . 


(3) 求 曲 线 y==cosz 在 点 (0，1) 处 的 切线 方程 与 法 线 方程 . 

(4) 求 下 列 函数 的 导 函 数 : 

@ Ke)= | © f(x)=41+er 
0, z=0. 


， ZAK0; 


(5) 设 有 一 吊桥 ， 其 铁 链 成 抛物 线形 ， 两 端 系 于 相距 100m 高 度 相 同 的 支柱 上 ， 铁 链 的 最 


低 点 在 悬 点 下 10m 处 ， 求 铁 链 与 支柱 所 成 的 夹 角 . 


和 高 等 数学 (上 ) 


2.2 求 导 法 则 


在 2.1 节 ， 我 们 应 用 导数 的 定义 求 出 了 几 个 基本 初等 函数 的 导数 ,然而 对 于 一 般 函 数 而 
言 ， 如 果 直 接 用 定义 去 求 ， 通 常会 很 烦琐 . 本 节 讨 论 一 些 求 导 法 则 ， 这 些 法 则 可 以 帮助 我 们 
快速 简便 地 进行 求 导 运算 . 


2.2.1 导数 的 四 则 运算 


定理 2.2.1 如 果 函 数 wx 一 xz) 及 v 一 w(Cz) 在 点 工 可 导 , 那么 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 ( 除 
分 母 为 零 的 点 外 ) 都 在 点 工具 有 导数 ， 并 且 


[ulx)Ev(z)] =u (x)+tv (rx)s 他 各 荡 
[uCz)u(z)] =u (rv(r) tu rv (x); 信和 
UT uv) ur) (7) 
[oe | v(x) Woy 
证 明 ”我们 只 给 出 式 (2.2.3) 的 证 明 ， 前 两 个 公式 的 证 明 比 较 容易 得 到 ， 留 给 读者 作为 


练习 . 


MKCZ 十 Az) u(x) 
[5 1i VCzZ 十 Az) v(x) 
m 


v(z) a Ar 
lim T+ AD Vr) vr+ A u(r) 
Ar-0 VCz 十 Az)vwCz)Arz 
limLeCz 十 Ar) 一 wz)]wCz) 一 [uCz 十 Az) 一 wCz)]uCz) 
Ar VCZ 十 Ar)v(Zz)Arz 

[eh Ee 2 ux) 

lim Az A 
Ar-0 v(xz+Ar)v(z) 


u(x) v(x) — u(x) (x) 
Vik) S 


注 2.2.1 定理 中 的 式 (2.2.1)、 式 (2.2.2) 可 推广 到 任意 有 限 个 可 导 函 数 的 情形 . 设 
二 uw(X) ,Vv 二 v(XT)，w 二 w(xX) 均 可 导 ， 则 有 
[utv+w] =u 二 Tv +w ， 


[Luv] =u vw uv wt uv 
我 们 只 证 明 乘 积 的 情形 . 事实 上 ， 根据 式 (2. 2. 2)， 
[uvw] =[ uv)w] = (Cv) wt (uv) ww 
=[uvtuv jw (uv) 


/ / / 
=u vwtuv wuvw . 


EE 
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注 2.2.2 在 式 (2.2.2) 中 ,如 果 v==C(C 为 常数 ) ， 则 有 
(C260 
例 2.2.1 设 f(z)==x*" 十 2018sinzx, 求 f(x) 及 了 (0). 
解 f(z)= (0"") 十 (2018sinz) 
一 2017z205 十 2018cosr.。 
f (0)=2018. 
例 2.2.2 设 y=cosz* lnz, 求 y. 


解 y= —sinzlnz+ Tcosz. 
例 2.2.3 设 y=tanx, 求 y.. 


解 y=(tanz)’=( 


sinz ) 

COS 工 

cosz(sinz) 一 sinz(Ccosz) 
COS 工 


_ cos2Zr 十 Sin 并 
COS2 2 


即 


/ 
(tanz) =sec’ x. 


例 2.2.4 设 > 一 secz， 求 y. 


解 y 一 Csecz) 一 人 站 


COST 


_ seosz 一 ] ，。(cosz) 
COS2 工 


nr 
be 2 一 SecZztan7， 


即 


’ 
(secr) = secrtanz. 


用 类 似 方法 ,还 可 求 得 余 切 函数 及 余 割 函数 的 导数 公式 : 


(cotz) 一 一 csczzr， 


/ 
(cscr) 一 一 cscZcotZ.。 


2.2.2 反 范 数 的 导数 


定理 2.2.2 如 果 函 数 z==f(y) 在 区 间 了 工 ,内 单调 、 可 导 且 f(y) 关 0， 那么 


三 广 '(z) 在 对 应 区 间 工 一 {zx: zx 二 f(y)，yE 了 T}) 内 也 可 导 , 并 且 
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它 的 反 函 数 y 


49| 


和 高 等 数学 (上 ) 


或 


[WI py 


证 明 任 取 xE1T,， 给 其 增 量 Ax 了 0 且 x 十 ArE1T,， 由 y= 二 7"' (zx) 的 单调 性 知 
Ay= 广 !(z 十 Az) 一 广 :(z) 天 0， 


所 以 


因为 y=" (z) 连 续 ， 所 以 limAy 一 0 这 样 
1 1 


j=l 2 0 My 
区 “= Te 
Ay 


上 述 结论 可 简单 地 说 成 ， 反 函数 的 导数 等 于 直接 函数 导数 的 倒数 . 
例 2.2.5 设 z=siny，yE (一 部 , 也) 为 直接 函数 ， 则 > 一 arcsinz 是 它 的 反 函 数 .函数 
xz 二 siny 在 开 区 间 ( 一 亡 ， 亡 ) 内 单调 、 可 导 ， 上 且 
(siny)’=cosy>0. 
因此 ， 由 反 函数 的 求 导 法 则 ， 在 对 应 区 间 1 一 (一 1，1) 内 有 


1 1 1 1 
(siny) cosy Vi—smy Vi 一 到 


和 
(arcsinz) 


类 似 地 有 


(arccosz) 一 一 
I 


例 2.2.6 设 z=tany，yE (一 也 ,六 ) 为 直接 丙 数 ， 则 y=arctanx 是 它 的 反 函 数 . 函数 


xz 二 tany 在 区 间 { 一斑 于 ) 内 单调 、 可 导 ， 且 (tany)' 一 sec'y 天 0， 因 此 ， 由 反 函 数 的 求 导 法 


则 ， 在 对 应 区 间 三 一 ( 一 c"， 十 cc) 内 有 
六 | 1 1 
(tany)” seczy 1 二 tanzy 1+x” 


Carctanz) 


类 似 地 有 
hi 
(arccotr) 一 于 之 


[so 
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2.2.3 复合 函数 的 导数 


定理 2.2.3 如 果 w 二 g(x) 在 点 zx 可 导 ， 卫 数 y= 二 了 (ww) 在 点 4 一 g(x) 可 导 ， 那么 复合 函数 


3 一 JLg(z)] 在 点 工 可 导 ， 且 其 导数 为 


dy wd sa 
de (Ww) * g(r) 


或 
dy_dy. du 
dr du dz 
aa dy 
例 2.2.7 设 y=e ， 求生 
解 函数 y 一 ”可 看 作 是 由 y 一 <，u 一 xz” 复 合 而 成 的 ， 因 此 
和 = 下 - Ee * 2018z"" =2018z""e™. 
:1 dy 
例 2.2.8 设 y 一 sin 一 ， 求 过. 
元 dz 
解 丽 数 > 一 sin 二 是 由 y 二 sinu，u== 士 复合 而 成 的 ， 因 此 
dy_ dy . dx 于 
dr du dr 
1 
Re 
对 复合 函数 的 导数 比较 熟练 后 ， 就 不 必 再 写 出 中 间 变 量 u. 
六 vy 、，. 求 红 
例 2.2.9 设 y=In cosz， 求生 
解 dy tn cosz) 一 » (cosz)’ 
dz . cosz 
= 。(《 一 Sinz) 一 一 tanz。 
COS 工 
例 2.2.10 设 y= IT, 求 牧 . 
解 =[+e $l Hz).27=z(l Fx)? 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 以 推广 到 多 个 中 间 变 量 的 情形 . 例如 , 设 y= 了 (ww), u 一 9(v)， 
v 二 J(z)， 则 


dy_dy,du,dv 


dr du dv dr 


AS 


高 等 数学 (上 ) 
和 ee dy 
例 2.2.11 设 y=ln sin(er)， 求 二 . 
dr 
解 dy Tn 5 的 一 上 。[sin(Cer)]】 
dz sin(e”) 
= "cos(er)。(er) 一 ercot(er ) . 
sin(e”) 
例 2. 2. 12 六 求 y. 
| 
解 dy (ee wcos Te 27 *) Cs Cos EE 
dz 证 


2.2.4 总 结 
在 这 一 小 节 ， 我们 把 基本 初等 函数 的 导数 公式 以 及 各 种 求 导 法 则 进行 总 结 ， 以 方便 读者 


查询 . 
1. 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 
(1) (O)’=0; (2) (2") =nz"™; 
(3) (sinz)’=cosz; (4) (cosz)’=—sinz; 
(5) (tanx)’=sec’ zx; (6) (cotz)’=—csc’x; 
(7) (secx)’=secrtanz; (8) (cscr)’=—cscrcotz; 
(9) (@o) 一 arlnay (10) (er) 一 er 
(11) (logsz) 一 直 0 (12) (lnz) 一 二 
(13) Gresinn) 一 -让 二， (14) (arccosz) “一 一 a 


ss 
Le (16) (arccotz) Ta 


2. 导数 的 四 则 运算 
设 =u(x)，v 二 v(x) 都 可 导 ， 则 
[zx 士 中" 一 必 士 w; 


[uv] =uvtuv; 


(2) = 守 #- (v#0). 


(15) (arctanz)’= 


也 
3. 反 函 数 的 导数 
设 z 二 f(y) 在 区 间 了 内 单调 、 可 导 且 广 (y) 天 0， 则 它 的 反 函 数 > 一 广 '(Cz) 在 到 一 8 ) 
内 也 可 导 ， 并 且 
WL 
dz dr” 
dy 
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4. 复合 函数 的 导数 
设 > 一 (Go ， 而 wx 一 5Cz) 且 7) 及 g(Cz) 都 可 导 ， 则 复合 函数 > 一 JLsg(z)] 的 导数 为 


1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 : 
0 设 Fw)=sinz 一 cosws 求 六 Cw) | 一 和 F (C2) | oi 


(2) 设 F(z) 一 区 求 (0), fm). 
区 Pe 


(1) y 一 必 十 3z 一 6; (2) y 一 2z 二 十 3z 计 一 6z; 
722 
(3) y= pe (4) y= ee 
(5) y=xsinzt+ cosz;s (6) y=xtanr—cotr; 
(7) y 一 ercoszs (8) We 
3 = 坟 避 
(9) y 一 logsz; (10) y 二 
(11) y 一 zzarcsinzy (12) a 


3. 设 f(x) 二 Vzzsinz， 求 导数 了 (x). 


呈 d 
4. 设 y 一 / (EF), f (rx)=arctanz’, 求 袜 


5. 设 / (地 x)=sinz， 过 EA Ts ML 


6. 设 函 数 /(z) 和 g(x) 均 在 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ，f(z) 在 zo 处 可 导 ， 且 f(xo) 二 0， 
8(x) 在 zo 处 连续 ， 讨论 f(x)g(z) 在 zo 的 可 导 性 . 


和 高 等 数学 (上 ) 


2.3 高 阶 导 数 


一 般 地 ， 函 数 y 二 A(z) 的 导数 y 二 了 (zx) 仍然 是 关于 xz 的 函数 .我 们 把 y 二 了 (x) 的 导数 


叫做 函数 y=/(z) 的 二 阶 导数 ， 记 作 y*，/(z) 或 生 ， 即 
Y=) f=LF 0)], dy 羡 ( 伴 ). 
相应 地 ， 把 y= 二 f(x) 的 导数 广 (z) 叫 做 函数 y 二 f(z) 的 一 阶 导 数 ， 并 简称 为 导数 . 类 似 
地 ,二 阶 导 数 的 导数 叫做 三 阶 导 数 ， 三 阶 导 数 的 导数 叫做 四 阶 导 数 …… 一 般 地 ，n 一 1 阶 导数 
的 导数 叫做 n 阶 导数 ,分 别 记 作 
yy dy se 
人 "或 入 dr 
函数 f(z) 具 有 阶 导 数 ， 也 常 说 成 函数 f(x) 为 n 阶 可 导 . 如 果 函 数 /(zx) 在 点 xz 处 具有 
n 阶 导数 ,那么 函数 f(x) 在 某 U(z) 内 必定 具有 一 切 低 于 nn 阶 的 导数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 导 


数 统称 为 高 阶 导数 ， 
例 2.3.1 求 曙 函数 y= 二 x"(n 是正 整数 ) 的 各 阶 导数 . 
解 光一 7 
y=n(n— lr"?; 
光一 za(2 一 1)(2 一 2) 2 一 3。 
一 般 地 ， 可 得 


y=n(n—1)(n—2)"27; 
y=n(n—1)(n—2)""2=n!; 
+HD 一 


y "+2) 一 一 0。 
例 2.3.2 求 正弦 函数 y=sinz 的 n 阶 导 数 . 


解 y (一 cosz=sin(z 十 于) 


y cos(z+ 了 sin (z+ 蕊 t 2) sin( 十 2， 本 )， 


y=cos (z+2 . 本 ) sin (z+2 到 于 3 )=sin(z Fe 小 


一 般 地 ， 可 得 


ED =sin (z+n . 部 ) 
4 FR 


即 
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CT =sin(z+n 。 地 尖 


例 2.3.3 求 函数 y=e’ 的 n 阶 导数 . 


解 y =e ,y=e ,y=e’, y=e, 
一 般 地 ,可 得 
y" =e 
即 
(@) =e, 
如 果 函 数 4 二 u(z) 及 v= 二 v(zx) 都 在 点 x 处 具有 nn 阶 导数 ,那么 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
(ww) = Dy 
k=0 
其 中 ，x@ 二 w，vY 一 以 这 一 公式 称 为 莱 布 尼 茨 公式 . 
习题 2.3 
1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 : 
(1) y 一 2z2 十 lnzi (2) y 一 e5 十 er Ai 
(3) y=sinazt cosbr; (4)y 一 In(z 十 VI 十 好 ); 
(5) y=tanz; (6) y 一 arctan ee 
2. 求 下 列 函数 的 阶 导 数 : 
(1) y 一 Ze (2) y 一 Zcoszs 
C0 y= 行 三 ， (4)y 一 In(3 十 7z 一 6z2)， 
3. 已 知 函数 y 一 ecosrz， 求 y9 . 
4. 设 函 数 x 二 g(y)，y 二 f(x) 都 存在 二 阶 导数 . 求 复合 函数 = 一 SLCz)] 的 二 阶 导数 ， 
5. 求 函 数 F(z) 一 zln(1 十 z) 在 zx 一 0 处 的 n 阶 导数 "(0) (n 宇 3). 
6 设 (2) 二 aietanizs 求 (0% 


和 高 等 数学 (上 ) 


2.4 隐 函 数 的 导数 、 对 数 求 导 法 、 参 变量 函数 的 导数 


2.4.1 隐 函 数 的 导数 


形 如 y= 二 f(z) 的 函数 称 为 显 函 数 . 例如 ，y 一 sin2z，y 一 In(1 十 袜 ). 

如 果 在 方程 FCz，y)=0 中 ， 当 xz 取 某 区 间 内 的 任 一 值 时 ， 相 应 地 总 有 满足 这 方程 的 唯 
一 的 y 值 存在 ， 那么 就 说 方程 F(x，y) 二 0 在 该 区 间 内 确定 了 一 个 隐 函 数 . 例如 ,方程 x 十 
—1=0. 

把 一 个 隐 范 数 化 成 显 函数 ， 叫 做 隐 函 数 的 显 化 . 求 隐 函数 的 导数 时 ， 一 种 直接 的 想法 是 
先 把 隐 函 数 显 化 然后 再 求 导 ， 但 是 需要 说 明 的 是 : 隐 函 数 的 显 化 有 时 是 有 困难 的 ， 甚 至 是 不 
可 能 的 . 我 们 通过 具体 例子 来 说 明 隐 函数 的 求 导 方 法 . 实际 上 这 种 方法 表明 : 不 管 隐 函 数 能 
否 显 化 ， 都 能 直接 由 方程 算出 它 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 . 


例 2.4.1 求 由 方程 e 十 ysinz 十 sin2017 一 0 所 确定 的 隐 琢 数 的 导数 9 
解 “方程 两 边 的 每 一 项 对 工 求 导数 ， 注 意 到 > 一 >(z) 得 
e@ 和 +sinz+ ycosz]= 0， 


从 而 


dy_ —ycosz 
dr e+sinz” 


其 中 e 十 sinz 天 0. 
例 2.4.2 求 由 方程 y*" 十 2016y 十 sinzy 一 0 所 确定 的 隐 函 数 y 二 f(x) 在 x==0 处 的 导数 


y |20: 


解 ”方程 两 边 分别 对 工 求 导 ,注意 到 > 一 >y(z) 得 
2017yzans 至 +2016 型 +[>+z 业 Jeoszy= 0. 
这 样 就 有 
dy — ycCOsTy 


dz 2017y”* 十 2016 十 xcoszy” 
因为 当 z=0 时 ， 从 原 方程 得 > 一 0， 所 以 


一 ycoszy 
2017y?5 十 2016 十 zcoszy | oo.o 


y |.-。 
例 2.4.3 求 由 方程 z 一 > 十 于 cosy 一 0 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 全 


[se 
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解 ”方程 两 边 对 xz 求 导 得 


1 和 2 二 二 siny), 香 0 
于 是 
dy_ 2 
x 2 二 siny 
上 式 两 边 再 对 zx 求 导 得 
dy —2cosy* 开 


da (2+siny) 


一 2cosy。 
2 十 siny 
(2 十 siny)? 


一 4cosy 
(2 十 siny)” 


2.4.2 对 数 求 导 法 


对 数 求 导 法 适用 于 求 寡 指 函数 > 一 [wx(z)]”” 的 导数 及 多 因子 之 积 和 商 的 导数 . 设 一 


f(x)， 两 边 取 对 数 得 
lny=1lnf(x). 
两 边 对 xz 求 导 ， 注意 到 y 一 >(z) 得 
二 y=[lnf(zx)]， 
从 而 
¥ =F)]; 
例 2.4.4 求 y= 二 x"(z 这 0) 的 导数 . 
解 (解法 一 ) 两 边 取 对 数 得 
lIny= zlnz. 
上 式 两 边 对 工 求 导 ， 注 意 到 y 一 y(z) 得 
1 dy 


a 
入 . 二 一 Inz 十 < 


至 =>(Inz 二 1 
一 三 (lnz 十 1). 
(解法 二 ) 这 种 寡 指 函数 可 变 成 如 下 复合 函数 : 


y=Xx*=e™ =eé 


和 高 等 数学 (上 ) 


那么 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 
y =e™ (zrlnr)’ =x’ (lnz+t1). 
例 2.4.5 设 y=xCz)x2 ， 其 中 wz) 二 0,， 且 xz)，zw(Cz) 都 可 导 ， 试 求 此 寡 指 函数 的 导数 . 
解 ”两 边 取 对 数 得 
lny=v(zx)lnu(z). 
上 式 两 边 对 工 求 导 可 得 
1 . dy 


一 。 过 一 (zz)lnueCz) 十 oCz) 。 二 ii(Cz)， 
y dr u(x) 


所 以 


dy / ， i 
P= Wn tn © | 
1 
u(r) 


一 xz) [vIn toz) w(x) |. 


2.4.3 参 变 量 函 数 的 导数 


设 y 与 x 的 函数 关系 是 由 参数 方程 
Z 一 PCt)。 
,be 
确定 的 ， 则 称 此 函数 关系 所 表达 的 函数 为 由 参数 方程 所 确定 的 函数 ,简称 为 参 变量 函数 . 在 
实际 问题 中 ,常常 需要 计算 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 . 但 从 参数 方程 中 消去 参数 上 有 
时 会 很 困难 . 因此 ， 我 们 希望 有 一 种 方法 能 直接 由 参数 方程 算出 它 所 确定 的 函数 的 导数 . 
设 z 二 9p( 四 具有 单调 连续 反 孔 数 1 二 pg”'(z)， 且 此 反 函 数 能 与 函数 y 一 J(7) 构 成 复合 函数 
3 三 时 97 (zx)J], 车 z= 二 9( 力 和 yy 二 VK) 都 可 导 , 且 (1) 隆 0， 则 


dy_dy,.d_dy.1_yD 
dr dt dz dt dz 9(t)’ 


即 
dy_y 0) 
dr 9 (21) 
或 
dy 
dy_ dt 
x de 
dt 


X=acosi, 
《0<t<m) 所 确定 的 函数 y 二 y(x) 的 导数 . 


例 2.4.6 求 上 半 本 加 的 参 灾 量 方程 
y=bsint 
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dy 
dy_ dr (psint)” bcost b 
解 dr dz (acost)” 一 asint Ei 
dz 
接 下 来 ,我 们 考虑 参 变量 函数 的 二 阶 导 数 问题 ， 即 已 知 xz 二 9g(1)，y 一 Wz)， 如 何 求 二 阶 
dy 
导数 de 


dy d (gy) a te 


dx’ dz\vdz) di\yg (0) dr 
yDYDYWGD, _1 
8 (CD) G2) 
yy DoD DG) 
g(t) 


X=a(t— sint), 


例 2.4.7 计算 由 参数 方程 ) 所 确定 的 函数 3 一 yCz) 的 二 阶 导 数 ， 


y=a(l—cost 


解 dy_y(D)_ [a(ll—cos))] asint 
dr X(t) [Lalt—sint)] a(l—cost) 


= 一 cot 二 (2nr, 7 为 整数 ). 
dy_d/dy\_d t dt 
rr a 
Ls 1 (2nx,， 为 整数 ) 
Zinz 志 a(l—cost) a(l—cost)’ a 
- 2 
习题 2.4 


1. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 了 函数 的 导数 牧 ， 


(1) zy —3ary=0; (2) z:—zxy+y: =1; 


(3) y+2lny=xs (4) Zy 一 er >。 
2. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 9 


【1 本 过 十 wo 一 8 (2) 7 一 1 十 ze7; 
(3) zy =r; (4) y=2pzx. 


和 高 等 数学 (上 ) 


3. 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 4 ， 


X=at, I=0(1— sin0), 
C13 2 
yy 一 0 yy 一 0cos0; 
人 一 2 一 二， z=ln(1+#), 
又 (4) 
y= 台 二 六 3 y=arctant. 
X=a(t— sint), 
4. 如 | 求 业 | ， 型 
?一 &(1 一 cost) ， | om 二 | pn 


=1—z£， 
5 求 量 线 方程 | ， 在 点 一 1 处 的 切线 与 法 线 方程 
= 
6. 设 y=(1 十 忒 )"™”， 求 y 
7. 车 函数 f(x) 和 g(x) 在 x 可 导 , 且 g(x) 取 0， f(x)>>0, 求 y=” VfCz) 的 导数 . 
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2.5 函数 的 微分 


2.5.1 微分 的 概念 


设 一 个 正方 形 的 边 长 为 zx， 则 相应 地 ， 其 面积 
S 一 工 ? 
是 关于 并 的 函数 . 
若 其 边 长 由 zo 增加 到 z 十 Az， 则 此 正方 形 的 面积 增 量 为 
AS 一 (zo 十 Az)2 — (zo)’ 
一 2zoAzr 十 (Az)?. 
几何 意义 : 2xoAx 表示 两 个 长 为 x。、 宽 为 Az 的 长 方形 面积 ;(Ax)? 表示 边 长 为 Az 的 正 
方形 的 面积 . 
数学 意义 : 面积 增 量 AS 由 两 部 分 组 成 ，2xo Ax 是 Az 的 线性 函数 ， 它 是 AS 的 主要 部 
分 ， 可 以 近似 地 代替 AS. 由 此 产生 的 误差 为 (Az)*， 并 且 当 Ar 一 0 时，(Az) 是 比 Az 高 阶 
的 无 穷 小 量 ， 即 (Ax)? 二 o(Ax). 
定义 2.5.1 设 函 数 y=f(x) 在 某 U(zx。) 内 有 定义 . 当 给 zx, 一 个 增 量 Arz， 且 zo 十 AXE 
U(xzo) 时 ,相应 得 到 函数 的 增 量 为 
Ay= f(z0t+Azx)— f(ro). 
如 果 存 在 不 依赖 于 Az 的 常数 A， 使 得 Ay 可 以 表示 为 
Ay 王 4AAz 十 o(Azr) ， 
那么 称 函数 f(z) 在 点 ze 是 可 微 的 ， 而 AAz 叫做 函数 y 二 f(z) 在 点 zxo 的 微分 ， 记 作 
dss =AAs Ds =AAE 


2.5.2 函数 可 微 的 条 件 


定理 2.5.1 函数 f(x) 在 点 zu 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 f(x) 在 点 ze 可 导 ， 且 当 函 数 
f(z) 在 点 ze 可 微 时 ， 其 微分 一 定 是 dy 二 了 (x0)Ax， 
证 明 (必要 性 ) 若 f(z) 在 点 z 可 微 ， 则 
Ay 王 AAz 十 oC(Az). 
显然 有 


Ay_ oOCAZz) 
Bi Ar “ 


注意 到 高 阶 无 穷 小 量 以 及 导数 的 定义 ， 取 极限 有 


limAY= fF (w=A; 


高 等 数学 (上 ) 
"0AX 


(充分 性 ) 若 f(z) 在 点 zo 可 导 ， 则 


Ay_ 7 

las a0) 
Ay Sy 

5 Fo 


>Ay=f (zo)AztaAx, 
其 中 ， Jima 一 0， (zo) 不 依赖 于 Ax+，aAx 二 ol(Ax). 这 表明 函数 的 增 量 Ay 可 以 表示 为 
Az 的 线性 部 分 与 较 Az 高 阶 的 无 穷 小 量 之 和 ， 即 f(x) 在 点 zo 可 微 . 
当 (xo) 关 0 时 ， 


EE Ay 
癌症 tee 上 on 


也 就 是 说 当 Az 一 0 时 ，Ay 一 dy. 这 说 明 微 分 dy 可 以 近似 代替 函数 增 量 Ay. 
若 函 数 y= 二 f(x) 在 区 间 I 上 每 一 点 都 可 微 ， 则 称 为 TI 上 的 可 微 函数 ， 记 作 dy 或 df(x)， 
即 
dy 一 广 (z)Az. 
例如 ， 


a 由 1 
d(zs) 一 3z2Arz，d(arctanz) 一 I 


特别 地 ， 当 y= 二 + 时 ,dz 二 (x) Az= 一 Az， 所 以 通常 把 自 变量 z 的 增 量 Az 称 为 自 变量 的 
微分 ， 记 作 dz， 即 dr 二 Ax， 于 是 函数 y 二 f(z) 的 微分 又 可 记 作 
dy 一 广 (z)dz， 
从 而 有 四 = 了 (2). 这 就 是 说 ， 函 数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 dz 之 商 等 于 该 函数 的 导数 . 因 


此 ， 导 数 也 叫做 “ 微 商 ”. 
2.5.3 求 微 分 


从 琢 数 微分 的 表达 式 dy 二 (x) dz 可 以 看 出 ,要 计算 函数 的 微分 ， 只 要 计算 函数 的 导 
数 ， 然 后 再 乘 以 自 变量 的 微分 dz 即 可 . 

例 2.5.1 设 y=sin(2017z 十 100), 求 dy. 

解 ” 由 复合 函数 的 求 导 法 则 可 得 


dy 


各 一 2017cos(2017z 十 100) ， 


所 以 
dy 一 2017cos(2017z 十 100)dz. 
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例 2.5.2 求 ,一 In(sin2017 十 e”” ) 的 微分 . 
解 ”由 复合 函数 的 求 导 法 则 得 
旦 = 有 本 
SI 
从 而 
2018z2ol7 er 
i 
例 2.5.3 设 y=e”+”"sin3zx，, 求 dy. 
解 ”应 用 乘积 的 求 导 法 则 得 
dy rtan Delnde et Ceo) 。 Hs 


dr 
从 而 
dy= (2e*+”" sin3 十 3e+207cos3Z)dz。 


习题 2. S 


1. 求 下 列 函 数 的 微分 : 


由] y=x 一 圭 必 十 二 一 上 x (2) y=xsin27x; 
a 一 ln2(1 一 z); 
(3) y I (4) y 一 ln (1—zx); 
i 
(5) y=e” cosbz3 (6) y=arctan ] Fz" 
2. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 Ay 及 dy: 
(1) y==z* 一 zx， 在 点 X=1s (2)y== Vz 十 1， 在 点 z=0. 


导数 与 微分 


高 等 数学 (上 ) 


1. 填空 题 
FI 十 世 十 FI 十 2sinz) 一 2FG 一 3tanz) 


。 


(1) 车 函数 /(z) 在 zx=1 处 的 导数 存在 ， 则 极限 lim 


(2) 已 知 f( 一 zx)= 一 f(x), 且 f( 一 x0)=k, 则 了 (zo)= 
f(l—ecosz) 


tanzx’ 


CD = 把 国王 矶 则 lim 


(rzo 十 REAZ) 一 xzo) 
Arz 


(4) 设 lim (zo)， 则 == 


dy 
= 
(5) 设 y 一 sinz 则 村 区 


(6) 已 知 让 [7( 二 )]- 二 , 则 (五) 


(7) 设 > 一 y(z) 由 方程 e* 十 cosCzy) 一 0 确定 ， 则 入 = 


并 一 1 十 刀 ， 
(8) 曲线 | ”上 对 应 点 1 一 2 处 的 切线 方程 为 . 
(9) 曲线 y 一 Inz 上 与 直线 x 十 y==1 垂直 的 切线 方程 为 
2. 选择 题 


(1) 若 模 限 li 全 生生 (4+) 一 A， 则 函数 /(z) 在 z=a 处 (  ). 
-0 全 


(A) 不 一 定 可 导 (B) 不 一 定 可 导 , 但 f; (4a)==A 
(C) 不 一 定 可 导 , 但 f_(a)=A (D) 可 导 , 且 f(a)=A 


sin 天 0 


(2) 设 函 数 f(x) = 工 “的 导 函 数 在 x 二 0 处 连续 ， 则 参数 4 的 值 满足 ( 。 )， 
0, z=0 


(A) 4>0 (B) 24>1 《CE 0 dy 兴 
(3) 设 了 (a)>>0, 则 36>0， 有 ( 六 

(A) F(z) 三 Fa) CzE(a 一 8，a 十 0)) 

(B) f(D Sf rE (a6, at)) 

(C) ff rEla, at)), f(r <f a rE (a—6, a)) 
(D) ff rECa, atO), ff(a) (rE a6, a)) 
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(4) 设 109-| S20 则 ( ). 
一 兹 RD 
(A) f(z) 在 z=0 不 连续 
(B) 了 (0) 存 在 
(C) 了 (0) 不 存在 ， 曲 线 y= 二 f(x) 在 点 (0，0) 处 不 存在 切线 
(D) A(0) 不 存在 ， 曲 线 y= 二 f(x) 在 点 (0，0) 处 有 切线 


(5) 设 f(x) 具有 任意 阶 导 数 ， 且 (7z) 二 (x)， 则 当 w 为 大 于 2 的 正 整 数 时 ，f(z) 的 n 


阶 导数 f(z) 是 ( 和 


(A) nl[f (x)]"*! (B) n[f (2) 

WON LR] Dy nL 

(6) 设 f(x) 在 z=a 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 则 f(x) 在 x=a 处 可 导 的 一 个 充分 条 件 是 ( 泊 
; 本 im EC 十 21) 一 Ja 十 刀 ) 

CA) jlim4[/(a+ 广 ) f(a) | 存在 (B) lim 4 ca 十 已 存在 


(CY lim flat 有) 一 fa 一 h) 竺 在 (D) lim Fe 


2h 
(7) 设 函 数 y 王 f(z) 在 点 二 zo 处 可 导 ， 当 自 变量 zx 由 xo 增加 到 zo 二 Az 时 , 记 Ay 为 f 
CD 在 点 za 的 增 量 ，dy 为 /x) 在 点 am 的 微分 ， 则 limSasay 等 于 ( ). 
0 | (B) 0 (C) 1 (D) co 


3. 计算 题 


(1) y 一 In[cos(10 十 3zx?)]， 求 开 


(2) 设 函 数 y 一 y(z) 是 由 方程 In Vx 十 y 二 arctan 立 确定 的 ， 求 虹 。 
(3) ef 求生 


yy 一 ecost， d7 


2 
(4) 已 知 j= 求 fC0); 


第 3 童 微分 中 值 定 理 和 导数 的 应 用 


第 2 章 主要 关注 了 导数 的 概念 、 求 导数 以 及 求 微分 等 基本 问题 . 本 章 以 导数 作为 工具 来 
研究 函数 的 各 种 性 态 ， 以 更 好 地 刻画 和 描述 函数 . 


3.1 微分 中 值 定理 


微分 中 值 定理 主要 讨论 如 何 由 了 的 性 质 来 推断 函数 六 具有 的 性 质 . 我 们 依次 介绍 罗 尔 定 
理 、 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 . 


3.1.1 罗 尔 定理 


首先 证 明 费 马 (Fermat) 引 理 ， 由 费 马 引 理 可 以 推出 罗 尔 (Rolle) 定 理 ， 
引 理 3. 1. 1( 费 马 引 理 ) 设 函 数 f(x) 在 某 U(zxo) 内 有 定义 , 并且 在 x。 处 可 导 . 如 果 对 任 
意 的 zxEU(Czo)， 有 
FS RO) RD FD EID) 


那 帮 天 ( 吉 ) 一 和 
证 明 ”我 们 只 证 明 f(z) 三 f(zo) 的 情形 ， 另 一 种 情形 同 理 可 证 . 假设 对 于 zo 十 ArEU(xo)， 
有 
f(zot Az)<f zo). 
这 样 ， 当 Az>0 时 ， 
f(z tAr)— fr) oo, 
Ax 
当 Az<0 时 ， 
f(z tA f(r) 
AZ 
由 极限 的 保 号 性 ， 
la) Jlim fA Ao, 


= ln + — /0. 


Ar0 


高 等 数学 (上 ) 


又 因为 fCz) 在 mm 点 可 导 ， 即 
状态 
所 以 
Fmy= 
定义 3.1.1 导数 等 于 0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 (稳定 点 或 临界 点 ). 


定义 3.1.2 设 函 数 f(x) 在 (a, 5) 内 有 定义 ，zo。E€ (a,，5)， 若 在 菜 U(zxo) 内 有 f(x) 过 


f(zxo)， 则 称 f(zxo) 是 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 ， 若 在 某 U(Czo) 内 有 f(z) 宇 f(zo)， 则 称 f(xo) 
是 函数 f(x) 的 一 个 极 小 值 . 
函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 . 
有 了 了 驻 点 和 极 值 点 的 定义 后 ,事实 上 ， 费 马 引 理 表明 了 车 函数 在 其 极 值 点 处 导数 存在 ， 
则 此 点 必 是 驻 点 . 
定理 3. 1.1( 罗 尔 定理 ) ”如果 函数 y= 了 (xz) 满足 : 
(1) 在 闭 区 间 [La,， 04] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 ; 
(3) 在 区 间 端 点 函数 值 相 等 ， 即 f(a) = 二 f(b). 
那么 ， 至 少 存在 一 点 sE (a,， 6), 使 得 
FD= 和 及 
证 明 f(z) 在 La， 46] 上 连续 坊 /(zx) 在 [a,，5] 上 必 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 . 
(1) 若 MM 二 =m, 则 说 明 f(x) 一 M,M 为 常数 ， 此 时 结论 显然 成 立 . 
(2) 若 M 记 m,: 则 Mm 至 少 有 一 个 在 (a， 5) 内 某 点 处 取得 ， 从 而 $$ 是 f(z) 的 极 值 点 (最 
值 点 一 定 是 极 值 点 )， 根 据 费 马 引 理 得 
六 (本 三 人 
岁 尔 定理 的 几何 意义 : 在 每 一 点 都 可 导 的 一 段 连续 曲线 上 ， 如 果 曲 线 的 两 个 端点 高 度 相 
等 ， 则 该 曲线 至 少 存在 一 条 水 平 切线 . 


3.1.2 拉 格 朗 日 中 值 定理 


定理 3. 1.2( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 ) 如果 函数 y= 二 f(x) 满足 : 
(1) 在 闭 区 间 La,， 64] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a, 5) 内 可 导 . 
那么 ， 至 少 存在 一 点 EE (a,， 6b), 使 得 
了 Dn 
证 明 (应 用 罗 尔 定理 ) 作 辅助 函数 


[ss 
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{DE 

6—a 
则 Fla)==F(5) 二 0 且 F(x) 在 [a,， 65] 上 连续 , 在 (a, 5) 内 可 导 . 由 罗 尔 定理 ， 至 少 存在 一 点 
sE (a,，5)， 使 得 


Pa)= (2)— f(D 一 一 2 


f(0)— f(a) 
FH=7 0- 


=0, 即 f(6)— f(a)=f (6—a), 
注 3.1.1 不 难 发 现 ， 当 f(a) 二 (5) 时 ， 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 结论 就 是 罗 尔 定理 的 结论 . 
注 3.1.2 f(0) 一 f(Q@)== 了 (和 (6 一 Q) 叫 做 拉 格 朗 日 中 值 公式 . 这 个 公式 对 于 5<a 也 成 
立 . 拉 格 朗 日 中 值 公式 还 有 其 他 形式 . 设 z 为 区 间 [ae， 纪 内 一 点 ，z 十 Az 为 这 区 间 内 的 另 一 
点 (Az>0 或 Az<0)， 则 在 [z，z 十 Az](Az>0) 或 Lz 十 Az，z](Az<0) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 
公式 ， 得 


f(z+Az)—f(x)=f (x+0OAr)Ar (0<0<1). 


例 3.1.1 证 明 当 z>>0 时 ， tha 


证 明 设 f(zx)==ln(1 十 x), 显然 f(z) 在 区 间 [0，xz] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ， 
所 以 有 
f(z)—f(0)=f (0 (zx—0), 


即 
In(+z) = ar 
n z) 一 1 十 ez， 
其 中 0 二 fx. 注意 到 x 二 >0， 则 有 
1 1 
“有 
这 样 就 有 
TT ln +) x. 


例 3.1.2 证 明 : |arctana 一 arctanb| 达 la 一 b|. 

证 明 (1) 当 a=b 时 ,结论 显然 正确 . 

(2) 当 a 隆 5b 时 , 设 f(x) 二 arctanr， 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 至 少 存在 介 于 a, 5 之 间 的 一 
点 ,使 得 


|arctana—arctanb | b) | 去 |a 一 /|. 


| 
作为 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 应 用 ,我 们 给 出 如 下 定理 . 
定理 3.1.3 如 果 函 数 FCz) 在 区 间 工 上 的 导数 恒 为 零 ， 那么 f(z) 在 区 间 IT 上 恒 为 常数 . 
证 明 在 区 间 工 上 任 取 两 点 zi，zm (zi 三 x;)， 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ，3 &€ (zi xs)， 


使 得 
69| 


> 
高 等 数学 (上 ) 
fr) —f r= (dr) (néezs). 


由 假定 ，f( 引 二 0， 所 以 f(zx2) 一 f(x) 二 0， 即 
f(x)=f(71). 
因为 zi ，xzz 是 TT 上 任意 两 点 ， 所 以 上 面 的 等 式 表明 f(x) 在 区 间 I 上 是 一 个 常数 . 


例 3.1.3 证 明 : arcsinz 十 arccosz 一 本 (一 ] 委 zc 入 ]). 


证 明 取 函 数 F(z) 一 arcsinz 十 arccosz，zE[ 一 1，1]. 
1 ed 


三 


所 以 f(x)=C， 又 f(0)=C= 闻 ， 这 样 就 有 


区 
arcsinZ 十 arccosZ 一 也 


3.1.3 柯 西 中 值 定理 


定理 3.1.4 ( 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 ) 设 函 数 f 和 下 满足 ; 
(1) 在 [a，05J 上 连续 ; 
(2) 在 (a,，5) 内 可 导 ; 
(3) F'Cz) 天 0， 对 任意 的 zxE(e，0). 
则 存在 SE (a，5)， 使 得 


扩 = 约 - 塌 
证 明 首先 说 明 F(45) 一 F(a) 隆 0. 用 反 证 法 . 倘若 (5) 二 F(a)， 根据 题 意 ， 函 数 下 满足 
罗 尔 定理 的 条 件 ， 故 存在 yE (a,b)， 使 得 F(m) 二 0. 这 与 条 件 (3) 了 矛盾. 
作 辅 助 函 数 
LDEf 
F(b)—F(a) 


注意 到 pg(a) 二 9(5) 一 0， 且 p(x) 在 La, 6] 上 连续 , 在 (a. 5) 内 可 导 ， 这 样 由 罗 尔 定理 可 
得 ,SE (a, 5)， 使 得 


p77)=f(x)— f(a)—(F(x)—F(a)) 


/ jo f(D)— fa) CO 一 Fa) _f 
HO=f (HF (HF) Fa) 0 BEG) Fa) Fé) 


注 3.1.3 取 F(z) 二 x+， 柯 西 中 值 定理 寺 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
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习题 3. 1 

1. 判断 题 

(1) 设 函 数 f(x) 在 点 zo 的 某 邻 域 U(Czo ) 内 有 定义 ， 若 对 任意 的 zxEU(Czo)， 有 7(z) 之 
flzo)， 则 (zo)=0. ( ) 

(2) 驻 点 是 二 阶 导数 等 于 零 的 点 . ( ) 

(3) 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 特例 . ( ) 

(4) 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 ,1 内 可 导 且 导数 恒 为 零 ， 那么 f(z) 在 区 间 I 上 是 一 
个 常数 . ( > 

2. 选择 题 

(1) 下 列 条 件 中 ( ) 不 是 罗 尔 定理 的 条 件 . 

(A) f(x) 在 [a,， 5]J 上 连续 (B) f(z) 在 [a， 64] 上 可 积 

(C) f(z) 在 (a, 5) 内 可 导 (D) f(a)=f(0) 


(2) 设 ea>0>>0，7>>1， 以 下 结论 正确 的 是 ( ). 

(A) nb™! (a—b)<a"—b"<na" ‘(a—b) 

(B) nb (a—b)<a —b"Sna"'(a—b) 

(C) Map (a—b)>a—b na (a—b) 

(D) nb”™! (a—b)2a"—b"na" ' (a—b) 

(3) 设 函 数 f(x) = 二 (x 一 1) (x 一 2) (zx 一 3) (x 一 4), 则 (zx)=0 有 ( ) 个 根 . 
(A) 1 (By 2 (C) 3 (D)4 


(4) 车 |z| < 让 则 3arccosz 一 arccos(37 一 4z3 ) 一 ( 入 


(A)x (B) 2r (C) 3r (D) 4x 
3. 证 明 题 


T 


2 
(2) 证 明 方 程 4ax’ 十 3bx? 十 2cx 二 a 十 6 十 c 在 (0，1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

(3) 已 知 函 数 f(z) 在 [0，1] 上 连续 ,在 (0，1) 内 可 导 , 且 f(0) 一 0，f(1)==1. 证 明 : 
Q@ 存在 SE (0,， 1), 使 得 f(6)==1 一 &; 

@ 存在 两 个 不 同 的 点 7，¢E (0,，1), 使 得 f(y7)* (6)=1. 


(1) 设 ae>>e，0<<z<<y 去 二， 求证 :wo 一 必 盖 (cosz 一 cosy)arlna。 


高 等 数学 (上 ) 


3.2 洛 必 达 法 则 


当 >a( 或 #9) 时 ， 两 数 /7 与 Fr 都 直 于 鹤 或 者 赵 于 无 穷 大 ， 那 么 极限 lim in KS 


可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 . 我 们 把 这 种 极限 叫做 不 定式 极限 ， RY 
以 导数 为 工具 来 研究 不 定式 极限 ， 这 种 方法 称 为 洛 必 达 (L”Hospital) 法 则 . 它 是 求 极限 


的 有 力 工具 . 
0 ，co 
| 人气 本 型 不 定式 极限 


1. 时 型 不 定式 极限 


定理 3.2.1( 求 型 不 定式 极限 的 洛 必 达 法 则 ) 设 画 数 /(z)，F(zx) 满 是: 
(1) limf (x)=0, limF (x)=0; 
(2) 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 ，f/ (zx) 及 F(x) 都 存在 且 F' (x) 冯 0; 


(3) tim A，A 可 为 实数 ， 也 可 为 土 c= 或 cc. 


=A. 


. 到 Fl 
tie ee 


证 明 lim 友 加 与 FCa)，/(a) 无 关 ， 因 此 可 以 假定 Fa) = Fa) 一 0. 在 以 a, x 为 端点 的 


区 间 上 应 用 柯 西 中 值 定 理 ， 得 


fx)_ ff)—fla)_f 8) 
F(x) F(x)—F(a) 开 (9 


其 中 ,，$ 介 于 a， x 之 间 . 注意 到 za 时 ,fa， 所 以 


J) 
ey Me 


A 


:ols 
例 3.2.1 oe en 
zz 


解 注意 到 所 求 极限 是 全 型 ， 运用 洛 必 达 法 则 得 


[2 
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nt 

—2608 
2008 6 _V3 
原 式 lim ;， 坟 和 

EE =on ss 

多 

et 
例 3. 2. 2 求 lim- 过 一 二 十 下 


解 edie 


注 3.2.1 


后 使 用 洛 必 


达 法 则 时 应 当 注 意 这 一 点 ， 如 果 不 是 不 定式 极限 ， 就 不 能 应 用 洛 必 达 法 则 . 
注 3.2.2 洛 必 达 法 则 是 求 不 定式 极限 的 一 种 有 效 方法 ， 但 最 好 能 与 等 价 无 穷 小 替代 或 
两 个 重要 极限 联合 使 用 ， 这 样 可 以 使 运算 简便 . 


例 3.2.3 求 lm 
解 注意 到 当 z-0 时 ，sinz~z，1 一 cosz 一 去 忆 . 运用 洛 必 达 法 则 得 
| 1 


ce 
2. 让 型 不 定式 极限 


定理 3. 2.2( 求 鞍 型 不 定式 极限 的 洛 必 达 法 则 ) 设 函 数 /(z)，F(z) 满 足 : 
(1) limf (x)=%, limF (z+)=%; 
(2) 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 ， f(x) 及 F(x) 都 存在 且 F' (zx) 去 0; 


GD) tim 二 A，A 可 为 实数 ， 也 可 为 士 cc 或 =c. 


注 3.2.3 如 果 将 定理 3. 2. 1 和 定理 3. 2. 2 中 的 za 换 成 工 -一 a+ ，Z-a ,zx 了 co， ZX 六 
十 ce，xz~ 一 ce， 也 有 相应 的 结论 


例 训 名 太 玉 iin 


| 


解 运用 洛 必 达 法 则 得 


和 高 等 数学 (上 ) 


例 永嘉 5 来 liin ln 


记 二 = lits 1 fh = lim 


解 ” 注 意 到 所 求 极限 是 二 型 ， 运 用 洛 必 达 法 则 得 


oo 


1 
原 式 = ln -= lim 了 二 总 


T 
例 3.2.6 求 lim SS 


解 多 次 应 用 洛 必 达 法 则 可 得 
原 式 = lim 3< = lim 入 = lim 人 一 0， 
et © Fete 


Es 证 


注 3.2.4 对 数 函 数 lnr、 短 函数 x"(n 宝 0)、 指 数 函 数 e” (二 0) 均 为 当 z-> 十 cc 时 的 无 穷 
大 ,但 用 例 3.2.5、 例 3. 2. 6 的 方法 求 极限 可 以 推出 ， 这 三 个 函数 增 大 的 “速度 ”是 很 不 一 
样 的 . 震 函 数 增 大 的 “速度 ” 比 对 数 函 数 快 得 多 ， 而 指数 函数 增 大 的 “速度 ”又 比 社 函数 快 
得 多 . 


3.2.2 其 他 类 型 的 不 定式 极限 


有 一 些 0，co，co 一 ce，0，17 ，cc0 型 的 不 定式 极限 ， 可 通过 简单 变换 ， 化 为 或 宇 芥 


的 不 定式 极限 来 计算 . 
例 3.2.7 求 lim xlnz。 


解 这 是 0 -型 不 定式 极限 . 首先 通过 xlnz= 至 化 为 王 型 不 定式 极限 ， 然 后 应 用 洛 必 


达 法 则 得 
原 式 == lim In lim lim x=0 
ol gt 1 et 
TL EE 


tllnz z—1 


例 3.2.8 来 lim [去 : 一 二 | 
解 ”这 是 cc 一 = 型 不 定式 极限 . 通 分 后 化 为 上 型， 然后 应 用 洛 必 达 法 则 得 
原 式 一 limz 二 1 一 Inz 


reif(Z 一 IJ)inz 


[2 
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md | 
大 =lims TF zm 
一 limz 一 = 
1 i 2 


例 3.2.9 求 lim zw 


z=0t 


解 这 是 0" 型 不 定式 极限 . 作 恒 等 变形 


| 


sinrlnr 


我 们 可 以 先 求 指数 部 分 sinzlnz 的 极限 . 应 用 等 价 无 穷 小 替换 以 及 例 3.2.7 的 结 


lim sinzlnz 一 lim zlnz 一 0. 


这 样 就 有 


limzx"™=e=1, 


z=0t 


tanz— 
例 3;2.10 求 lm ey 


果 有 


分 析 如果 直 接 用 洛 必 达 法 则 ,那么 分 母 的 导数 (尤其 是 高 阶 导数 ) 较 繁 . 如 果 作 等 价 无 


穷 小 替代 ， 那 么 运算 就 比较 方便 . 
Sinz 
解 原 式 == lim no 
es 
“0 TCOsT 


.Sin 工 一 ZCOS 工 
一 lim 一 一 
w 


7-=0 


limeosz 一 [cosz 十 (一 sinz)] 


0 So 
二 zsinz _| | 
0 3 “3 3 
习题 3.2 


1. 判断 题 
CD) 极限 lim 3 存在 . 


SA 


高 等 数学 (上 ) 


(2) 极限 limz 二 Sanz 可 以 由 洛 必 达 法 则 求 得 . 


CN 
(4) lim( 2 arctan27 )z = 
有 
(5) lim( 去 一 covz)= 了 本. 
2. 填空 题 
-证 


tanr 一 


(2) lim (arcsinz ) 


0 十 
1 这 了 
lm[ nity |]= 
a 
(4) lim (EE) ™ 


(5) limzcot2zx= 


3. 计算 题 
(1) limz 一 sx; (2) lim-zanz 一 并 ; 
Fa r="0TSinrtanz 
1 3 . XT—arcsinz 
(3 lim( 了 = pt (9 Decainzy! 


EE 
(5) lim zzer 
. 


"0 


[Le 
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3.3 函数 单调 性 、 曲 线 的 上 四 凸 性 与 拐点 


利用 导数 工具 去 判断 函数 的 单调 性 通常 要 比 用 定义 判断 单调 性 简便 很 多 . 另外 ， 导 数 可 
以 研究 曲线 的 凹凸 性 . 


3.3.1 函数 单调 性 


定理 3.3. 1( 函数 单调 性 的 判定 法 ) 设 函 数 y==f(z) 在 [a,5J] 上 连续 ,在 (a,，b) 内 可 导 . 
(1) 如 果 在 Ce， 已 内 了 (zx) 宇 0， 那么 函数 y= 二 (x) 在 La, 中 上 单调 增加 . 

(2) 如 果 在 (a, 5) 内 了 (x) 过 0， 那么 函数 y= 二 f(x) 在 [a,， 0] 上 单调 减少 . 

注 3.3.1 该 判定 法 中 的 闭 区 间 可 换 成 其 他 各 种 区 间 . 


例 3.3.1 判定 函数 yz 十 cosz 在 [0， 吉 J 上 的 单调 性 . 


解 因为 在 (0 去) 内 ， 
y 一 1 一 sinz 二 0， 
所 以 由 判定 法 可 知 y 一 z 十 cosz 在 [0 去] 上 单调 增加 . 


例 3.3.2 讨论 函数 y==e” 一 x+ 一 100 的 单调 性 . 
解 ” 函数 y=" 一 x 一 100 的 定义 域 为 (一 eo， 十 oo). 
y =e —l. 
因为 在 (一 2，0) 内 y' 过 0， 所 以 函数 y= 二 e 一 x 一 100 在 (一 co，0] 上 单调 减少 ;因为 在 
(0， 十 9) 内 y>>0， 所 以 函数 y=e” 一 x 一 100 在 [0， 十 cc) 上 单调 增加 . 
例 3. 3.3 讨论 函数 y= 局 的 单调 性 . 
解 ”函数 的 定义 域 为 (一 eo， 十 2)， 函 数 的 导数 为 


了 一 二 (z 天 0)， 


函数 在 x 二 0 处 不 可 导 ， 即 当 x 二 0 时， 函数 的 导数 不 存在 . 

当 z<0 时 ,y 过 0， 所 以 函数 y 二 z 在 (一 oo，0] 上 单调 减少 . 

当 zx>0 时 ,， y >>0， 所 以 函数 > 一 夺 在 [0， 十 cc) 上 单调 增加 . 

如 果 函 数 在 定义 区 间 上 连续 ， 除 去 有 限 个 导数 不 存在 的 点 外 导数 存在 且 连 续 ， 那么 只 要 
用 方程 (zx)=0 的 根 及 导数 不 存在 的 点 来 划分 函数 /(x) 的 定义 区 间 ， 就 能 保证 /(zx) 在 各 
个 部 分 区 间 内 保持 固定 的 符号 ， 因 而 函数 /(z) 在 每 个 部 分 区 间 上 单调 . 


小 | 


CE 


例 3.3.4 确定 函数 F(z) 一 了 一 2z2 一 4z 一 7 的 单调 区 间 . 
解 ”这 个 函数 的 定义 域 为 (一 < ， 十 ce) ， 函 数 的 导数 为 
f(z)=37—47r—4= (3z+2) (zx—2). 


导数 为 零 的 点 有 两 个 : 


二 
Bg” 2 一 < 


列表 分 析 . 


这 样 ， 函 数 /(z) 在 区 间 (一 =-， 一 地] 和 (2， 十 =) 内 单调 增加 ， 在 区 间 (一 全， 2 | 上 单 
调 减少 . 

例 3.3.5 证 明 当 z>1 时 ， 2Vz>3—. 

证 明 令 /(z)=2Vz 一 (3 一 士 ), 则 


7 1 1 1 
J(z) 一 一 一 二 一 二 (ZW 一 1)， 
a 


泌 要 委 


因为 当 z>1 时 ，F(z)>0， 因 此 f(x) 在 [1， 十 cc) 上 单调 增加 ， 从 而 当 z>>1 时 ，F(z) 
二 f(1), 由 于 了 (1)=0, 故 jz)>FGD) 一 0， 即 


2Vz—(3— 二 )>0. 
这 样 就 证 明了 当 x>1 时 ， 


2 VE>3 一 上 


3.3.2 曲线 的 四 钙 性 与 拐点 


1. 四 是 性 的 概念 
定义 3.3.1 设 函 数 f(x) 在 区 间 1 上 连续 ,如 果 对 I 上 任意 两 点 x1!，x:， 恒 有 
i fm an) 
/\( 2 )< 2 


那么 称 f(x) 在 I 上 的 图 形 是 叫 的 ， 如 图 3. 3. 1(a) 所 示 ; 如 果 恒 有 


/(23 > 和 全 人 


[za 
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那么 称 f(zx) 在 1 上 的 图 形 是 是 的 ， 如 图 3. 3. 1(b) 所 示 . 


be tm)| My 
2 
POP OY -= 
+ ! 2 | Jp) 

， | | js ! | 

a x 了 这 x2 x & 加 上 
@® (b) 
图 3.3.1 


当 f(z) 在 区 间 I 上 具有 二 阶 导 数 时 ， 有 以 下 定理 . 


“vy 


定理 3. 3. 2( 凹 凸 性 的 判定 定理 ) 如果 函数 f(x) 在 La，65] 上 连续 , 在 (a, 5) 内 具有 一 阶 


和 二 阶 导数 ,那么 : 
(1) 若 在 (ae，0 内 P(z) 二 0， 则 7Fz) 在 [e， 妇 上 的 图 形 是 止 的 ， 
(2) 车 在 (a, 四 内 了 产 (z) 二 0, 则 f(z) 在 [a,， 人 幻 上 的 图 形 是 凸 的 . 


定义 3.3.2 设 y=/(z) 在 区 间 1 上 连续 ,x。 是 了 内 的 点 ， 如 果 曲 线 y= 二 f(x) 在 经 过 点 


(zo，f 了 (zo)) 时 ， 曲 线 的 四 凸 性 改变 了 ,那么 就 称 点 (xo，/(zxo)) 为 曲线 的 拐点 . 
2. 确定 曲线 y= 二 (x) 拐点 的 步骤 
(1) 求 出 二 阶 导数 六 (xz); 
(2) 求 使 得 (x) 二 0 的 点 和 使 得 二 阶 导数 不 存在 的 点 zx。 ; 


(3) 用 z 划分 函数 f(x) 的 定义 域 , 并 考察 了 (x) 在 zo 左 、 布 两 侧 的 符号 . 当 两 侧 符号 


相反 时 ,点 (xo，f(zo)) 是 拐点 ; 当 两 侧 符 号 相同 时 ， 点 (x。，f(xzo)) 不 是 拐点 . 
例 3.3.6 判断 曲线 > 一 Inz 的 凹凸 性 ， 


/ 1 
解 y 一 光一 一 去. 


一 
I 7 


因为 在 函数 y 二 Inz 的 定义 域 (0， 十 中 ) 内 ,WY 过 0， 所 以 曲线 > 一 Inz 是 凸 的 ， 
例 3.3.7 判断 曲线 y==arctanz 的 四 凸 性 并 求 其 拐点 . 


由 =0, 得 z=0. 

当 z>0 时 ,<0， 所 以 曲线 在 (一 =" ，0) 内 为 凸 的 . 

当 z<0 时 ,yy >0， 所 以 曲线 在 (0， 十 cc=) 内 为 止 的 . 

当 x==0 时 ，y 二 0. 这 样 ， 点 (0，0) 是 > 一 arctanz 的 拐点 . 


和 高 等 数学 (上 ) 


例 3.3.8 求 曲 线 y==2z 十 3z? 一 12z 十 14 的 拐点 . 


解 光 一 6 屏 十 6z 一 12， 风 一 12z 十 6 12(z+ 坪 ). 


wa 1 1 1 py i 1 
令 y 二 0， 得 z= 一 二: 因为 当 7 一 一 区 时 ， y =0; 当 z> 一 束 时 ， y >0. 当 x= 一 也 


时 ，y 一 20 到 . 所 以 点 (一 去 ，20 去 ) 是 该 曲线 的 损 点 . 


例 3.3.9 求 曲 线 y 一 3 必 一 4z 十 1 的 拐点 及 四 、 凸 的 区 间 . 


解 (1)y’=12x’ 一 1]2x?,，y ==36z* 一 24x 36z(z 3). 


Fr 
(2) 解 方程 Y=0， 得 x = 二 0， A 


(3) 列表 判断 . 


在 区 间 ( 一 c"，0) 和 (2/3, 十 cc) 上 曲线 是 止 的 ， 在 区 间 (0，2/3) 上 曲线 是 凸 的 ， 


当 z=0 时 ,y==1. 当 z 一 二 时 ，y 一 芳 . 所 以 点 (0，1) 和 (2/3，11/27) 是 曲线 的 拐点， 
例 3.3.10 求 曲线 y=Vz 的 拐点 . 
/ 1 1 多 
(1) 当 z 关 0 时， J 
解 当 z 寺 ，y 3 二 y 5 


(2) 无 二 阶 导数 为 零 的 点 ， 二 阶 导 数 不 存 在 的 点 为 + 二 0. 
(3) 当 xz<0 时 ，y>0, 当 z>0 时 ，yY<0, 当 xz=0 时 ，y 一 0. 因此 ， 点 (0，0) 是 曲线 的 拐点 . 


习题 3.3 
1. 判断 题 
(1) Fz)= 估 一 z 十 1 在 (一 c2， 十 co ) 上 单调 增加 . ( ) 
(2) 函数 的 单调 性 与 一 阶 导数 有 关系 . ( 
(3) 函数 的 四 凸 性 与 二 阶 导数 有 关系 . ( ) 
(4) f(x) 二 x* 有 拐点 . ( ) 
2. 选择 题 
(1) 设 在 [0，1] 上 PCz) 盖 0， 以 下 结论 正确 的 是 ( 各 
(A) fF (DF 0)>70)—f0) (B) F GD)>FGD) 一 Fo 之 产 (0) 
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CE PE — FADS DY FR — IO 
(2) 设 在 (一 c， 十 ce) 内 万 (z)>0， 太 (0) 委 0， 则 友 2 和 


(A) 在 (一 cz，0) 内 单调 减少 ,在 (0， 十 ce ) 内 单调 增加 

(B) 在 (一 cc,，0)U(0， 十 ce) 内 单调 减少 

(QO) 在 (一 cc，0) 内 单调 增加 ， 在 (0， 十 cc ) 内 单调 减少 

(D) 在 (一 cc，0)U(0， 十 ce ) 内 单调 增加 

(3) 以 下 关于 y=lnz 在 (0， 十 cc ) 上 的 凹凸 性 结论 正确 的 是 ( » 


(A) y= 二 lnzx 不 四 也 不 凸 (B) y= 二 Inz 既是 止 的 也 是 凸 的 

(C) y 一 Inz 是 凸 的 (D) y= 二 lnz 是 止 的 

(4) y==x? 共有 ( ) 个 拐点 . 

(A) 0 (B) 1 2 (D) 3 

3. 填空 题 

(1) 车 y= 二 f(x) 在 经 过 点 (zo，f(zo)) 时 ， 曲 线 的 四 是 性 改变 了 ， 则 称 点 (xo，f(zo)) 为 
y= 二 f(x) 的 

(2) y==(z 十 1)* 十 ee 有 个 拐点 . 


(3) 车 点 (zo，f (zo)) 为 y= 二 f(x) 的 拐点 ， 则 天 (zu ) 不 存在 或 . 


(4) > 一 z 十 二 二 的 拐点 是 
4. 判断 函数 > 一 心 一 5z2 十 3z 十 5 的 凹凸 性 ， 并 求 该 函数 曲线 的 拐点 . 
5. 证 明 题 

(1) 当 z>>0，a<l1 时 , 求证 : 


1 十 zln(z 十 Vaz 十 好 ) 之 Vw 十 


(2) 证 明 : 全 二 >e 攻 (zzy). 


和 高 等 数学 (上 ) 


3.4 函数 的 极 值 与 最 值 


3.4.1 函数 的 极 值 及 其 判别 


函数 的 极 大 值 和 极 小 值 概念 是 局 部 性 的 . 如 果 f(zo) 是 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 ， 那 只 是 
就 z 附近 的 一 个 局 部 范围 来 说 ，f(zxo) 是 f(x) 的 一 个 最 大 值 ， 如 果 就 f(z) 的 整个 定义 域 来 
说 ，f(zo) 不 一 定 是 最 大 值 . 关于 极 小 值 也 类 似 . 

由 费 马 引 理 可 得 以 下 定理 . 

定理 3.4.1( 可 导 函 数 取 极 值 的 必要 条 件 ) 设 函 数 f(x) 在 点 xo 处 可 导 ,， 且 在 zx 处 取得 
极 值 ， 那 么 函数 f(x) 在 x。 处 的 导数 为 零 ， 即 广 (zu ) 一 0. 

可 导 函 数 f(x) 的 极 值 点 必定 是 该 函数 的 驻 点 . 但 反 过 来 说 ， 函 数 f(z) 的 驻 点 却 不 一 定 
是 极 值 点 . 例如 ，xz==0 是 函数 f(x) 二 x 的 驻 点 , 但 不 是 它 的 极 值 点 . 这 样 我 们 只 能 说 函数 
的 驻 点 可 能 是 极 值 点 . 另外 ，z=0 是 函数 f(x) 二 |x| 的 不 可 导 点 , 但 却 是 该 函数 的 极 小 值 点 
. 所 以 不 可 导 点 有 可 能 是 极 值 点 . 我 们 把 驻 点 和 不 可 导 点 称 为 可 疑 极 值 点 . 

下 面 给 出 极 值 的 判别 定理 . 


定理 3. 4. 2( 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函 数 f(x) 在 点 zx。 处 连续 ,在 某 U(x。，6) 内 可 导 . 

(1) 车 XxE(zo 一 68， zo) 时 了 (zx) 这 0, 而 XE (zo， wo 十 人 时 (x) 二 0， 则 函数 f(z) 在 x。 
处 取得 极 大 值 ; 

(2) 车 XE (zo 一 6，zo) 时 (x) 过 0, 而 IE (zo， zo 十 四 时 了 (zx) 二 0， 则 函数 f(x) 在 x。 
处 取得 极 小 值 ; 


(3) 车 rEU(zo，6) 时 (zx) 的 符号 保持 不 变 、 那么 函数 F(z) 在 zw 处 没有 极 值 . 

定理 3. 4. 2 也 可 简单 地 这 样 说 ， 当 xz 在 zx。 的 邻近 渐 增 地 经 过 zo 时， 如 果 了 (x) 的 符号 
由 负 变 为 正 ， 那 么 f(x) 在 ze 处 取得 极 小 值 ， 如 果 (xz) 的 符号 由 正 变 为 负 ， 那么 f(x) 在 m 
处 取得 极 大 值 ， 如 果 f(x) 的 符号 并 不 改变 ,那么 f(z) 在 x。 处 没有 极 值 . 

确定 极 值 点 和 极 值 的 步骤 : 

(1) 求 出 导数 了 (x); 

(2) 求 出 f(z) 的 全 部 驻 点 和 不 可 导 点 ; 

(3) 考察 1 (xz) 的 符号 在 每 个 驻 点 和 不 可 导 点 的 左 、 右 邻近 的 情况 ， 按 定理 3. 4. 2 判断 
极 值 点 ; 

(4) 求 出 函数 的 极 值 点 处 的 函数 值 ， 即 算出 极 值 . 


例 3.4.1 求 函数 f(x) 二 (zx 一 4) V(z 二 1) 的 极 值 . 


Ea 
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解 〈1) FCz) 在 (一 cz， 十 co) 内 连续 ， 除 z 王 一 1 外 处 处 可 导 , 且 
5(z 一 1) 


fF (= 


和 
(2) 令 了 (xz) 二 0， 得 驻 点 x==1; 又 x 二 一 1 为 f(z) 的 不 可 导 点 . 
(3) 列表 判断 . 


(4) 极 大 值 为 F( 一 1)=0， 极 小 值 为 f(1) = 一 3V4. 

定理 3. 4.3( 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函 数 f(x) 在 点 zs 处 具有 二 阶 导数 且 广 (zu) 二 0， 
了 (zo) 关 0， 那么 : 

(1) 当 六 (zo) 过 0 时， 函数 f(x) 在 点 zo 处 取得 极 大 值 ; 

(2) 当 六 (zo) 之 0 时 ， 函数 /(z) 在 点 xo 处 取得 极 小 值 . 

证 明 只 证 (1). (2) 完 全 类 似 . 

f(r) o>lim LE/ DO/ 0. 
由 函数 极限 的 局 部 保 号 性 知 ， 存 在 zw 的 去 心 邻 域 U(x,)， 使 得 对 任意 的 TEU(z,)， 有 
f 0)—f (zo) 


并 一 并 0 


另外 ， 注 意 到 (xo) 一 0， 则 上 式 变 为 


<0, 


这 说 明了 当 zEU(zo) 时 ， 玫 (z) 与 x 一 zo 符号 相反 . 当 z<zo 时 , (x) 之 0; 当 z>>mm 
时 ，f 了 (zx) 过 0. 由 定理 3. 4. 2 知 ， f(z) 在 点 xo 处 取得 极 大 值 . 

定理 3. 4. 2 表明 ， 如 果 函 数 f(z) 在 驻 点 ze 处 的 二 阶 导 数 了 (xo) 了 0， 那么 点 zo 一 定 是 
极 值 点 ， 并 且 可 以 按 二 阶 导数 (zo) 的 符 来 判定 (zo) 是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 但 如 果 (xo) 
二 0， 就 不 能 确定 x。 是 否 为 极 值 点 . 

例 3.4.2 求 函 数 f(z) 二 (x? 一 1 十 100 的 极 值 . 

解 (1) 了 (zx)=6zx(zx—1)?. 

(2) 令 了 (zx) 二 0, 求 得 驻 点 z= 二 一 1，zs 一 0,， zs 二 1. 

(3) f (zx)=6(z:—1)(5z:—1). 

(4) 因 户 (0) 王 6 盖 0， 所 以 f(x) 在 z=0 处 取得 极 小 值 ， 极 小 值 为 FC0) 一 99. 

(5) 因 了 (一 了 = 了 1) 一 0， 用 定理 3. 4. 3 无 法 判别 极 值 点 ， 需 用 定理 3. 4. 2. 因为 在 一 1 
的 左右 邻 域内 (zx) 二 0， 所 以 f(z) 在 一 1 处 没有 极 值 ; 同 理 ， f(x) 在 1 处 也 没有 极 值 . 
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3.4.2 最 大 值 .最 小 值 问题 


在 工农 业 生产 、 工 程 技术 及 科学 实验 中 ， 常 常会 遇 到 这 样 一 类 问题 : 在 一 定 条 件 下 ， 怎 
样 使 “产品 最 多 ”“ 用 料 最 省 ” “成 本 最 低 ” “效率 最 高 ”等 ， 这 类 问题 在 数学 上 有 时 可 归结 为 
求 某 一 函数 (通常 称 为 目标 函数 ) 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 . 

设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [Le， 由 上 连续 ， 则 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 一 定 存 在 ， 其 最 大 值 和 最 
小 值 的 求法 如 下 : 

设 f(z) 在 l(a, 5) 内 的 驻 点 和 不 可 导 点 (它们 是 可 能 的 极 值 点 ) 为 zy ，zs，…，xz,， 则 比较 
f(D)，f 了 (zw),，…，f(z,)，f/(5) 的 大 小 ， 其 中 最 大 的 便 是 函数 f(x) 在 La, 5] 上 的 最 大 值 ， 
最 小 的 便 是 函数 f(x) 在 La， 85] 上 的 最 小 值 . 

例 3.4.3 求 函数 f(x) 二 |x’ 一 3z 十 2| 在 [一 3，4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

2 一 3z 十 2，zE[ 一 3，1]U[2，4] ， 
一 好 十 3z 一 2，zE(1，2). 
Po zE( 一 3，1)U(2，4)， 

l= 二 VEL W. 

3 


解 fen 
f(z 


在 (一 3，4) 内 ，f(z) 的 驻 点 为 += 不 可 导 点 为 x==1 和 z=2. 


2? 
由 于 f( 一 3)=20,/(1)=0， /( 羡 ) I f(2) 二 0，f/(4) 二 6， 比 较 可 得 /(x) 在 x 二 一 3 


处 取得 它 在 [一 3，4] 上 的 最 大 值 20, 在 x=1 和 x=2 处 取得 它 在 [一 3，4] 上 的 最 小 值 0. 

例 3.4.4 工厂 铁路 线 上 AB 段 的 距离 为 100km, 工厂 C 距 A 处 为 20km，AC 垂直 于 
AB. 为 了 运输 需要 ， 要 在 AB 线 上 选 定 一 点 D 向 工厂 修筑 一 条 公路 (如 图 3.4.1 所 示 ). 已 知 
铁路 每 千 米 货运 的 运费 与 公路 上 每 千 米 货运 的 运费 之 比 是 3 : 5. 为 了 使 货物 从 供应 站 B 运 到 
工厂 C 的 运费 最 省 ， 问 DD 点 应 选 在 何 处 ? 


图 3.4.1 
解 设 AD=z( 单 位: km)， 则 
DB 一 100 一 z， 
CD= V20+zx’ = V400+ x. 
设 从 B 点 到 C 点 需要 的 总 运费 为 y， 那么 


[4 
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y 二 5k。CD 十 3k。DB (k 是 某 个 正 数 )， 
即 
y=5k V400 十 好 十 34(100 一 zx) (0 和 xz 委 100). 


现在 ， 问 题 就 归结 为 : x 在 L0，100j] 内 取 何 值 时 目标 函数 y 的 值 最 小 . 
先 求 y 对 x 的 导数 : 


ye Sr 3 
本 (7 }: 
解 方 程 y 一 0， 得 ==15. 


由 于 
y| -一 400k, yl|s1s = 3804，y| ,im 一 500R 人 


其 中 以 y|,-s= 380& 为 最 小 ,因此 xz=15， 即 AD=15km 时 ， 总 运费 最 省 . 


习题 3. 4 


1. 判断 题 

(1) 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 的 概念 不 是 局 部 性 的 . 

(2) 函数 的 驻 点 必 是 极 值 点 . 

(3) 函数 在 它 的 导数 不 存在 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 . 

(4) 可 导 函 数 的 极 值 点 必 是 其 驻 点 . 

2. 选择 题 

(1) 设 函 数 f(x) 在 点 ze 处 可 导 , 且 在 ze 处 取得 极 值 ， 则 ( 六 
CAY ¥ Co D0 (BY an (C) Ff (zo)=0 《D) f° Cz0)A¥0 
(2) 设 函 数 f(x) 在 点 zo 处 二 阶 可 导 , 且 了 (zo) 二 0， f(zo) 关 0， 则 ( We 

(A) 当 六 (ze)<0 时 ,函数 /(z) 在 点 z 处 取得 极 大 值 

(B) 当 PCz)<0 时 ， 函数 f(z) 在 点 zo 处 取得 极 小 值 

(C) 当 产 (zo)<0 时， 函数 f(x) 在 点 xo 处 取得 最 大 值 

(D) 当 .PCz )<0 时 ， 函数 f(x) 在 点 z 处 取得 最 小 值 

(3) 设 > 一 好 十 3az* 十 30z 十 c 在 z 王 一 1 处 取得 极 大 值 ， 点 (0，3) 是 拐点 ， 则 ( 上 
(A) a=0, b=—1, c=3 (B) a=—1, 6=0, c=3 

(C) a=3, b=—1, c=0 (D) 以 上 都 错 


P| 
ww Ww 
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3. 填空 题 

(1) 函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 , 
(2) 函数 f(z) 二 2x’ 一 9zx? 十 12x 一 3 的 极 大 值 是 ， 极 小 值 是 

(3) f(x) 二 x? 的 极 大 值 为 

(4) 函数 > 一 z 十 二 的 极 大 值 是 ， 极 小 值 是 

4. 计算 题 


(1) 求 f(x) 二 2x 一 In(1 十 zx) 的 极 值 . 
(2) 求 f(x) 二 2zx’ 一 6zx’ 一 18zx 一 7 在 [1，4] 上 的 最 值 . 


(3) 在 椭圆 于 十 各 一 1 内 嵌入 有 最 大 面积 的 、 四 边 平 行 于 椭圆 轴 的 矩形 ， 求 该 矩形 的 最 
大 面积 . 
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3.5 总 习题 


1. 判断 题 

全 arcsinz 十 arccosz 一 本 人 [ 夯 | 攻 1 时 》 

oD na CE 
Ta I a 

(3) 函数 图 形 的 凹凸 性 与 三 阶 导 数 有 关 . ( ) 

(4) 极 大 值 就 是 最 大 值 . ( ) 

2. 选择 题 


(1) 设 F(z)=azs 一 6az2 十 0 在 [一 1，2] 上 的 最 大 值 为 3， 最 小 值 为 一 29， 又 知 & 盖 0， 则 
( 和 


(A) a=2, b=—29 (B) a=2, b=3 

(OY a B= (D) 以 上 都 不 对 

(2) 设 函 数 y= 二 A(z) 在 点 zw 处 取得 极 大 值 ， 则 ( » 

CA) fF Cr)=0 (BY 7 (msde 

(C) fF (x6)=0 有 f° (xz0)<0 (D) 六 (zo) 二 0 或 不 存在 
i 

4. 计算 题 


(1) 将 长 为 a 的 一 段 铁丝 截 成 两 段 ， 用 一 段 围 成 圆 ， 另 一 段 围 成 正方 形 ， 为 使 两 段 面积 
之 和 最 小 ， 问 两 段 铁丝 各 长 多 少 . 


(3) 求 函 数 7(z) 一 5 TI(z>>0) 的 最 大 值 


第 4 章 不 定 积 分 


在 第 2 章 中 ， 我 们 讨论 了 一 元 函数 微分 学 ， 掌 握 了 两 个 重要 的 基本 概念 一 一 导数 与 微分 ， 
学 习 了 如 何 求解 一 个 函数 的 导 函 数 问题 . 作为 一 种 运算 ， 本 童 我 们 学 习 它 的 逆 运 算 ， 即 要 寻 
求 一 个 可 导 函 数 , 使 它 的 导 函 数 等 于 已 知 函数 ， 引 出 原 函 数 和 不 定 积 分 的 概念 ， 并 讨论 不 定 
积分 的 计算 方法 . 


4.1 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


4.1.1 原 函 数 与 不 定 积 分 的 概念 及 性 质 


我 们 已 经 掌握 了 求解 已 知 函 数 的 导数 ， 下 面 思 考 求 导 的 道 运算 ， 即 若 已 知 某 函 数 的 导数 ， 
想 确 定 这 个 函数 . 例如 ,已 知 某 运 动物 体 的 瞬时 速度 v=v(1)， 要 求 物体 运动 的 距离 函数 ;= 
xs(i)， 通 过 第 2 瘟 导 数 的 物理 意义 知道 ，s (1) 二 v(t)， 现 在 的 问题 就 是 已 知 wCO 如 何 确定 *(CzD). 
下 面 给 出 原 函 数 的 概念 . 

定义 4.1.1 如 果 在 区 间 I 上 ,可 导 函 数 F(z) 的 导 函 数 为 fCz)， 即 对 任 一 zxET， 都 有 

F(x)==f(z) 或 dF(x)=f(x)dz, fdr lr 1 

那么 函数 F(x) 就 称 为 f(x)( 或 f(x)dz) 在 区 间 I 上 的 原 函 数 . 

例如 ， 因 为 (z?) 二 2x+， 所 以 x? 是 2z 的 原 函 数 . 又 因为 (x 十 1)' 二 2+， 所 以 x 十 1 也 是 
2z 的 原 函 数 . 可 以 看 出 原 函 数 不 唯一 . 


又 如 ， 当 zeE(1， 十 co) 时 ， 因 为 CVz) “一 所 以 Vz 是 原 函 
当 为 CVz) 了 起 数 . 


定理 4.1.1( 原 函数 存在 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 ,那么 在 区 间 TIT 上 f (x) 的 
原 函 数 一 定 存在 ， 即 存在 可 导 函 数 F(x)， 使 对 任 一 xzEIT 都 有 F'(x)=f(z). 
通过 定理 4.1. 1 可知 ,连续 函数 一 定 存 在 原 函 数 ， 并 且 因为 常数 的 导数 为 零 ， 所 以 如 果 
函数 f(x) 在 区 间 I 上 有 原 函 数 F(x)， 那么 f(x) 就 有 无 限 多 个 原 函 数 ，F(x) 十 C 都 是 f(x) 
的 诛 函 数 ， 其 中 C 是 任意 常数 . 
原 函 数 的 一 般 形 式 记 为 ， 
D(x) 二 F(x) 十 C(C 为 任意 常数 ) , 
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即 f(x) 的 任意 两 个 原 函 数 之 间 只 差 一 个 常数 . 
定义 4.1.2 在 区 间 工 上 ， 函 数 f(z) 的 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 F(z) 十 C 称 为 f(x)( 或 
f(x)dz) 在 区 间 I 上 的 不 定 积分 ， 记 作 


[rwar, (4.1.2) 
即 /cwar = FCz) 十 C. 义 寺 动 


其 中 ， 记号 | 称 为 积分 号 ， 了 (z) 称 为 被 积 函 数 ，f(x) dz 称 为 被 积 表达 式 ，x 称 为 积分 变量 ， 


C 称 为 积分 常数 . 
根据 定义 可 知 ， 不 定 积分 |/(z)dz 可 以 表示 / (x) 的 任意 一 个 原 函 数 求解 不 定 积分 就 是 


例 4.1.1 求 |coszdz. 
解 “问题 等 价 于 求 cosz 的 原 丽 数 ， 因 为 sinz 是 cosr 的 原 丽 数 ， 所 以 | coszdz = sinz 十 C 


例 4.1.2 求 |edz 


解 ” 因为 (a*) 一 alne， 所 以 二 Ce ar， 即 (去 e*) a 
所 以 ja" 是 ar 的 原 琴 数 ， 即 
na 


[eu 一 ee” + 
na 
通常 我 们 把 函数 f(z) 的 原 函 数 的 图 形 称 为 f(z) 的 积分 曲线 ， 它 的 方程 为 y= 二 F(x) ,所 以 
不 定 积分 |(z)dx 在 几何 上 就 表示 积分 曲线 族 ， 它 的 方程 为 =F(z) 十 C， 其 中 C 是 任意 党 
数 . 将 y= 二 F(z) 的 图 像 沾 y 轴 方向 上 下 平移 ， 就 得 到 积分 曲线 族 y 二 F(x) 十 C 的 图 像 (如 图 
4.1.1 所 示 )， 每 一 条 曲线 在 横 坐 标 相同 点 的 切线 斜率 均 相同 ， 即 切线 均 平行. 


y=F(x)+C 


y=F(x) 


图 4.1.1 积分 曲线 与 积分 曲线 族 


从 不 定 积分 的 定义 ,可 得 不 定 积分 与 导数 或 微分 之 间 有 下 述 关系 : 
(1) £[|rwaz]= Wd 即 [ reoaz] 三 或 d[|rcoar]= Py 


(2) 由 于 f(x) 是 FCz) 的 原 函 数 ， 所 以 | 广 cdr = F(z) + C, 或 记 作 |dF(x) = 
FCz) 十 C, 例如 | dz 二 z+ 

由 此 可 见 ， 微 分 运算 (以 记号 d 表示 ) 与 求 不 定 积分 的 运算 (简称 积分 运算 , 以 记号 | 表示 ) 
是 互 逆 的 。 当 记号 | 与 4 连 在 一 起 时 ， 如 果 | 在 d 前 面 ， 则 符号 相互 抵消 后 ， 相 差 一 个 常数 ， 


如 果 d 在 | 前面 ， 则 符号 相互 抵消 , 剩 下 被 积 表达 式 ， 让 是 抵消 后 剩 下 被 积 函数 . 


根据 不 定 积分 的 定义 及 其 导数 的 运算 法 则 ， 可 以 得 到 不 定 积分 的 性 质 . 
性 质 4.1.1 设 函 数 f(x) 及 g(x) 的 原 函 数 存在 ， 则 


Ereo + ec Jar = |reoadr+ [ecodr (4.1.4) 


该 性 质 可 以 将 两 个 函数 之 和 推广 到 多 个 函数 之 和 ， 即 存在 原 函 数 的 函数 之 和 的 不 定 积分 
等 于 各 个 函数 的 不 定 积分 的 和 |. 

注意 ， 在 分 项 积分 后 ， 每 个 积分 的 结果 都 含有 任意 常数 ， 但 由 于 常数 之 和 ( 差 ) 仍 为 任意 
常数 ， 所 以 只 要 合并 为 一 个 即 可 . 

性 质 4.1.2 设 函 数 /(x) 的 原 函 数 存在 ,& 为 非 零 常数 ， 则 


人 repdz = | /Cd (k 是 常数 ，k 关 0). (4.1.5) 
该 性 质 说 明 ， 求 不 定 积分 时 ， 被 积 函数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 之 外 . 
4.1.2 不 定 积分 的 基本 积分 表 
利用 不 定 积分 与 导数 运算 的 关系 ， 并 结合 不 定 积 分 的 性 质 ， 可 以 归纳 出 如 下 积分 公式 : 
CD adr = pr +C 是 常数 ); 


(2) [和 ee #4C tp 


G3) | Ldz = nw | Cs 
下 
(4) Jear = 二 Cs 
edr=E+C: 

lna 


(6) Jeoszdr = sinzi+C, 
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(7) Jsinzaz 一 一 cosZ 十 C; 


el dr = |secizdr = tanz tC 
COS2 工 


(9) | 去 dz 一 = Jese raz 一 一 cotz 十 C; 


Go) [i zdz 一 arctanr 十 C; 


oj -ss 


Ch a = secr++C; 


= 一 arcsinz 十 C; 


C13) Jesezcorzdr 一 一 cscZ 十 C; 


(14) |shzaz 一 chz 十 C; 


(15) |ehzaz 一 shz 十 C. 


在 求 积 分 问题 中 ， 有 些 函 数 可 以 直接 利用 基本 公式 及 不 定 积分 的 性 质 求 出 结果 ,但 有 些 
函数 须 进行 恒 等 变 形 ， 然 后 利用 积分 基本 公式 及 不 定 积分 的 性 质 求 出 结果 ,这 种 求 不 定 积分 
的 方法 叫做 直接 积分 法 . 


例 4.1.3 求 由 A 

EF 
解 ” 原 式 = Es dz = 2z3 wn 
例 4.1.4 求 [(® -je 


解 ” 原 式 | ee dx 到)dz 一 er 3z-3 +C. 


例 4.1.5 求 |arerdz. 


ex 工 1 Ce 
解 Ja edzr fw dz mac oe) +C ho ET 


例 4.1.6 求 | can'z 十 sinz)dz. 
解 原 式 一 | aazdz 十 人 aadz 一 |seezd 一 全 十 [sinzar 
一 tanz 一 工 一 cOSZ 十 C. 


例 417 求 | (se 十 二)dz 


EE 


解 原 式 一 [eaz+|2uz= 3e 十 2n|z| 十 C. 


dt 


i 


例 4.1.8 求 | 


解 ” 原 式 = ed 一 [otria = Ca)-t2 4 并 二 2 计 苞 


f dx 
例 4.1.9 求 | 一 一 
| 污 
解 | 此 Jetar Cy i ek 
xVT 一 生 十 1 a 
g 
a 1 十 过 和 圭 环 
例 4.1.10 求 er 
1+z+x [本 | 
解 | 墙 畦 # ol | td 
| L Fe 二 | a arctanz 十 ln | z | 十 C. 
1 十 z 3 
3 . 
例 4111 求 | 了 zdz 


We = (z+ Dr omD+1,. 
解 es | TE 1 十 好 


2 ,1 % dx 1 
|c 二 Ta 上 dz [EE + {Tz 


= 3 一 并 十 arctanZz 十 C. 


习题 4. 1 


1. 求 下 列 不 定 积分 : 
(GD | 坚 ， 

(2) jez Yrdzrs 

(3) je 十 2):dz; 


(1 十 Z) 
Ww | Ltdz, 
5Vz 


3 


G) |(e + )drs 


高 等 数学 (上 ) 


(6) 他 于 一) 


(7) ee 


C8) [el(2 ja 


(9) | 


ch 


(10) |seczr (tanz + secr)dr; 


(11) |sin’ 了 de: $ 


C12) a 


| 
js 
[< 

ed i " 
Je 
| 


Sin2 rcos 


(14) 


(15) 


cot* zdz; 


(16) |tan’ zdz; 


pa 
(7) ES a dz. 
2. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 条 件 的 解 ; 


Ci P= +1, y|;-0=1; 


dy 3 dy 
dz zx'’ dzr|,- 

3. 已 知 曲线 y= 二 f(z) 过 点 (e，5)， 且 曲线 上 任意 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 
倒数 ， 求 此 曲线 的 方程 . 


(2) 


1 
1, yl = 


4.2 换 元 积分 法 


用 直接 积分 法 能 计算 的 不 定 积分 是 非常 有 限 的 ， 因 此 ， 进 一 步 研究 不 定 积分 的 求法 十 分 
必要 . 因为 不 定 积分 是 导数 和 微分 的 逆 运 算 , 所 以 可 以 从 已 掌握 的 求 微 分 的 方法 入 手 . 本 节 
将 复合 函数 的 求 导 法则 反 过 来 用 于 不 定 积分 ,利用 变量 代 换 ， 推导 复合 函数 的 积分 法 ， 称 为 
换 元 积分 法 . 换 元 积分 法 通常 分 为 两 类 ,注意 两 类 换 元 积分 法 是 同一 公式 从 两 个 方向 的 互 推 ， 
但 可 以 解决 不 同 的 不 定 积分 求解 问题 . 


4.2.1 第 一 类 换 元 积分 法 


首先 回顾 复合 函数 的 微分 过 程 , 设 /(u) 有 原 函 数 玉 (4), uu 一 g(x) 为 中 间 变 量 ,， 且 9(x) 
可 微 ， 那么 ,根据 复合 函数 微分 法 .有 
dF(¢g(z))=dF(uw)=F (du=F [yg(zr) Jdyg(r)=F [yr))y (zx)dz. 


因此 
|Frceco]wrcodz 一 |Fceco]drcn 
= |F G0du = [areo 
= arteco] = FLeco]+c,| 
即 


eco]y (zydz = [eco]arcn [reod] 
(CFCa) 十 C),-xn 一 FFCpCz)) 十 C. 
定理 4.2.1 设 jFx) 具 有 原 函 数 fx) ，x 一 9Cz) 可 导 ， 则 有 换 元 公式 


Eeeo]weod = |rteco]drcn [WO F(w) +C= Flyg(zx)J+C. 
[ 


利用 定理 4.2.1 求 积分 |sCz)dz 时 ,如 果 函 数 g(z) 可 以 凑 成 g(Cz) 二 /Lp(z)]gw(z) 的 形 
式 , 令 二 g(x) 进行 换 元 , 求 出 Fu) 的 不 定 积分 ,再 把 wx = p(x) 代 回 ,那么 
[eeou = igen (z)dz = [rowan] 


这 种 积分 法 称 为 第 一 类 换 元 积分 法 ， 由 于 具体 操作 时 需要 凑 成 复合 函数 关于 中 间 变 量 的 
微分 形式 ， 故 又 称 凑 微 分 法 . 


例 4.2.1 求 | Pr 


5| 


高 等 数学 (上 ) 


解 令 x=z 十 1, 则 dx 一 dz， 
原 式 = | 二 dv = mm | I+C= ln|z 十 1| 十 C. 
例 4. 2.2 求 |sinardz 


解 令 x 一 az， 则 dx 一 cdz， 


原 式 一 工 |sinar “(ar)’dr 一 工 |sinardar 
a a 
1 [sinuas 1 cos&u 十 C 1 cosat+C. 
a a a 


例 4.2.3 求 [(az ls 


解 令 4=az 十 5， 则 dx 一 adz. 


原 式 1 [Car a lcar FE 凡 2dtaz 十 的 


LE Dp Li 
lean pr 上 如 34 (< i 


一 般 地 ,对 于 积分 [Caz 十 人 dz, 总 可 作 变换 u 二 oz 十 入 把 它 化 为 


re Fdz | /Car + hdlar+tb) = [rod 
例 4.2.4 求 | Pegqz. 


解 令 x= 一 Inz， 则 du 一 二 dx， 于 是 


| az = | madcma | oC lL (lInz)*+C. 
FE] 2 2 
例 4.2.5 求 | ey 

二 求 | 一 dz. 


i ae ， 串 - 属 2 写生 
解 由 于 dVE 一 也 经 ， 因此, 原 式 一 jsrdv 一 2 于 本 
凑 微 分 法 的 关键 是 把 被 积 表达 式 分 解 为 两 个 因子 的 乘积 ， 其 中 一 个 因子 凑 成 dp(x)， 另 
一 个 因子 变 成 8Cz) 的 函数 fg(z)). 此 处 要 牢记 微分 公式 . 并 且 代 换 比较 熟练 以 后 ， 可 以 不 
必 再 写 中 间 变 量 . 
例 4.2.6 求 |ee dr 


解 原 式 一 | (zx) dr 一 | ac) 三 由 起 生 六 
3 3 g 
例 4.2.7 求 | 一 二 一 dz. 
V1 一 下 
| 96 


第 4 章 未 证 
1 d(1—zx) 1 gc 
解 | dr [ = |a zx) Hd(l— zx 
Vl—zx’ 2 V1 一 好 ye ee 2 
"201 Ce 


下 面 讨论 一 些 被 积 函 数 为 分 式 结构 的 不 定 积分 ,扩充 一 些 不 定 积分 的 运算 公式 . 


例 4.2.8 ot 
解 1 一 +z zd 二 | TE 
a 
-| Ey 和 


apo 和 +C. 
ab a 


特别 地 ， 06=1 时 , | 二 dz Larctan 


Ew 
a 


G 


当 a=1, 5 1 时 , | 证 二 arctanz + 


例 4.2.9 当 a >0 时 , 求 | -二 二 dr 
村 是 — 


解 dz i| lL dx 1 i Li 
J/ a Ee hr) . b -但 了 b ~ a 
(a) | 
1 Po * 
寺 别 地 、 十、 S +HC. 
特别 地 , 当 5 二 1 时 | arcsin = C 
1 8 
w=1 = 全 > dz = arcsinz + C. 
| 
例 4.2.10 | 二 二 dz 
2 一 Q 
ee 省 全 
解 原 式 = 站 | (= zta) 
| 1 1 
二 [| 二 | 去 -dz] 
1 1 


2a 


区 一 四 


U 


要 人 
2a 


1 
d(zr—a) [+o] 


去 In | 于 +Cs 
2a 


ee 


HC. 


和 高 等 数学 (上 ) 


即 


即 | 


UW=C 


设 为 


1 | 
| ed 加 pa 匡 < 吓 沪 


下 面 讨论 一 些 被 积 函 数 中 包含 三 角 函 数 的 不 定 积分 . 
例 4. 2. 11 求 |anzdr 


号 


解 Jranzdz | Sqr | dcosx) ln|cosz| 十 C. 
tanzdz 一 一 ln| cosz| 十 C . 

类 似 地 可 得 | cordr=In |sinz| +C. 

例 4.2.12 求 [sinizdz. 

解 ia Es Jsin: xX， sinrdr 一 一 |a 一 cos2z)2dCcosz) 


一 一 |acosm 二 2 eos zd(cosz) 一 [es zd(cosz) 


COSZ + 2 Co 1 Gos FC, 
3 5 
例 4. 2. 13 求 |si Zcos’ zd. 
解 ” 原 式 = 人 coszzd(Csinz) 
一 人 imza — sin: x)d(sinz) 
二 Jinz — sintx)d(sinz) 


一 sin’ 并 一 于 simz 十 C， 
一 般 地 ， 对 于 sin*'xcos"z 或 sin"tcos*™'x( 其 中 EN) 型 函数 的 积分 ， 总 可 依次 做 变换 
osz 或 4 一 sinz 求 得 结果 ， 其 特点 是 被 积 函 数 中 均 包 含 sinz 或 cosz 的 奇 次 寡 项 ， 将 其 假 
u， 其 余部 分 可 使 用 三 角 恒 等 式 sinm xz 十 cos zx 一 1 进行 变换 . 


例 4.2.14 求 | si zdz. 
解 iadz = | 二 a Sar 


一 到 (| p= Jeos2zaz) 


| 


| 1 3 
lar 一 于 [eszzd: 2 


和 本 
一 了 一 sin2z+C. 


例 4. 2. 15 求 |eos' Wa; 


解 [eszdz = J eos 2) raz 


i ja 十 cos2z) | dz 


大 Tla 十 2cos2z 十 ecosz2z)dz 


让 宝生 
了 于 | 了 2cos2z 十 Fcostz jdz 


3 1 
2 sin2x 8 sin4z ) +C 


LL 。 时 
工 十 下 sin27 - 32sin4z +C. 


例 4. 2. 16 求 |si zcos’ rdz. 
解 ” 原 式 = [siniza 一 sin2z)dz 
二 人 Zdz 一 Jsin zdzx 


= es 
皇 二 名 4 Sin27 [Gin Xx) dx 


1 Ls 1 一 cos2z\? 

和 sin2x |( 了 ) dz 

Ls sin2x Ha 2cos2z 十 cos:2z)drz 

2 4 4 - - 

和 让 。 证 ， 生 。 | a 

2Z 一 下 sin2x 4Z 十 下 sin2x 8 (1 十 cos4x)dr 
1 


= 训 z 一 起 sin4z 十 C. 
一 般 地 ， 对 于 sin*zcos”z (其 中 LE N) 型 函数 的 积分 ， 总 可 利用 三 角 恒 等 式 sinz 一 


到 (1 一 cos2z) cos'zx 二 地 (1 十 cos2z) 化 成 cos2x 的 多 项 式 ， 做 变换 u 二 cos2x 求 得 结果 . 
例 4.2.17 求 |sec'zdz. 
解 ” 原 式 = |sec zsec zaz 一 earacanm 一 a 二 tan*x)d(tanz) 


= tanz 十 了 tan 十 C. 


例 4. 2. 18 求 | amazseczdr 


”| 


高 等 数学 (上 ) 


解 ” 原 式 = | amatanzsecrdz 4 | amadcsecm 一 k secz 并 一 1)dCsecz) 


击 
去 secs 一 Secrz 十 C. 


例 4 2. 19 求 | an Zsec' zdz. 

解 ” 原 式 = amasec seczzdz 一 Nant zsectzd(tanz) 
一 anmza 十 tan2z)2zdCtanzr) 
一 J an'z 十 tansz 十 2tan'z)dCtanz) 


tan7Z 十 C. 


zsecz (其 中 &EN; ) 型 函数 的 积分 ,可 依次 做 变换 


5 于 9 2 
tan 工 9 tan 工 十 7 
| 


. 
入 
一 般 地 ， 对 于 tan"x sec*x 或 tan** 
4 一 tanz 或 x 一 secz， 利 用 三 角 恒 等 式 tan*x 十 1 二 sec*x， 求 得 结果 . 
可 以 看 到 被 积 函 数 中 包含 三 角 函 数 时 均 是 采用 某 些 三 角 函 数 作 为 中 间 变 量 进行 变换 ， 利 
用 三 角 恒 等 式 变形 ， 之 后 求 得 积分 结果 . 除了 利用 上 述 三 种 三 角 恒 等 式 之 外 ,还 有 一 些 其 他 


的 三 角 关系 式 可 以 利用 ， 如 半角 公式 、 三 角 函 数 “ 积 化 和 差 ” 公 式 等 . 


半角 公式 如 下 ， 
sin7z 一 2sin 去 Cos EE 
ea 
cosz 一 co8 了 一 sin 了 
积 化 和 差 公式 如 下 : 


sinacosB= [sin( a+B)+sin(a—B)]; 
cosasinB=1 [sin(at A) —sin(a—B)]; 


cosacosB=— 六 [eos( a 二 局 十 cos(a 一 PB)]; 


sinasinp 2 [ cos(a 一 月 ]. 


cos(a 十 了) 


例 4. 2. 20 求 |esczdz. 


解 |esezaz 1 dz | 1 dr 
sinz 全 还 
上 2 


tan 有 +c= ln|cescz 一 cotz| 十 C ， 


ln 


[oo 


即 [seu 一 ln|cscz 一 cotr | 十 i 


例 4. 2. 21 求 [seczdz. 


解 [seczar 一 Jesc(z+#)ae = ln csc(z 十 亏 ) 一 cot (zx 十 至 ) |+c 


一 ln|secz 十 tanz| 十 C， 


即 [seczar = ln|secz+t tanz | 十 总 二 


例 4. 2. 22 求 |coszeos2zdz 
解 ” 利 用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 


cosacosB= $CeosCa +B)+cos(a—B)], 


COSTCOS2X = 过 [cosz 十 cos3z] 


Jeoszeos2rdz | | 二 (coszT cos3r)dzr 


1 | 
于 |eosedz 间 2 [eos3zdz 


= 二 sinz 二 sin3z 丰 咏 
常用 的 几 种 凑 微 分 的 形式 : 


OD | reez Fdzr 1 [fCar Wdtaz +5: 


2) | reur Es 二 |reer* 下 苏三 az 下 去 


(3) reoedz 二 Jdace; 


= 人 sh 


(5) | /onz) 坚 = | ranzyddnz)， 


oj 人 过 


‘9 jaDE= WD); 
(7) | resinzyeoszdz 一 | resinzydcsinz)， 


(8) | ceosn)sinzdz 一 一 | ccos) deosr); 
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和 高 等 数学 (上 ) 


(9) | reanaysecadz 3 | reanzydcanz)， 

(10) | ceo csc zdr =— |/ Ceowr)d (corr); 

LIY | Laresine) a ss | aresina J d(Caresina); 
MI1L 一 到 


LLY | Da = caretanz Yd aretanz). 
1 十 工 


4.2.2 第 二 类 换 元 积分 法 


第 一 类 换 元 积分 法 是 将 被 积 函 数 “ 凌 成 ”JL9(z)]9' (z) 的 形式 ， 然 后 令 一 2(z)， 化 为 
7a) 求 不 定 积分 ， 即 


[Eeeo]wcodaz = reward],,, (4. 2.2) 


也 就 是 将 式 (4. 2.2) 从 左 向 右 进 行 推导 运算 . 但 当 我 们 遇 到 | 7Czydz 不 易 计 算 ， 同 样 可 以 使 用 式 


(4.2.2), 引入 z= 二 q(t)， 化 为 f(gp(D))y (D 求 不 定 积分 ， 再 将 x 二 9g(1) 的 反 函 数 1 二 g(xz) 代 
回 ， 也 就 是 将 式 (4. 2. 2) 是 从 右 向 左 推导 运算 . 归纳 成 如 下 定理 . 

定理 4.2.2 设 +=g(t) 是 单调 、 可 导 的 函数 ， 并且 gf (i) 天 0. 又 设 f(9(1))y' (1) 具有 
原 函 数 F(1)， 则 有 换 元 公式 

ro = ip ar = F(t1) = Flg"'(x)J]+C. 

其 中 , t=g i!'(z) 是 z==g(t) 的 反 函 数 . 

定理 4. 2. 2 给 出 的 求 不 定 积分 的 关键 在 于 恰当 地 选择 变换 函数 x 一 p(1), 但 函数 形式 选 
择 较 为 多 样 ， 下面 着 重 介绍 倒 代 换 与 指数 代 换 、 三 角 代 换 . 

对 被 积 函 数 含有 根 式 Vez 十 5 的 情形 ， 可 考虑 直接 对 简单 根 式 进行 代 换 ， 进 而 将 被 积 表达 
式 转化 为 有 理 式 . 

1. 倒 代 换 及 指数 变换 


当 被 积 函数 为 分 式 形式 时 ， 且 分 母 形 式 较为 复杂 ,可 采用 倒 代 换 ， 即 zx 一 二 进行 代 换 ， 


如 果 被 积 函 数 存 在 多 个 指数 函数 ， 且 结构 相似 时 ， 可 采用 指数 代 换 ， 即 用 a” 一: 进行 代 换 . 
这 样 的 代 换 可 以 简化 分 母 形式 ， 便 于 化 简 被 积 函 数 ， 从 而 求 出 不 定 积分 . 


de 
例 4 2.23 | Ca > 0 
x: Var 
解 令 z 一 十, 则 dz 一 一 喜 di， 于 是 


第 4 章 不 定 积分 


i 


ry) 
Vi 
[dee 二 D 
和 
nro 
再 将 (一 上 上 代 回 ， 原 式 一 一 人 2 二 4 十 C 
例 4. 2.24 | 一 一 
(十 z 二 +r) 
解 原 式 = | EE 5 
((z+ 喜 ) + 款 ) 
e+ 
原 式 一 1 二 了 (一 去)a 
人 | 
-—| tdt 
EE 
(人 
_- 归 d(x*+1) 
3 和 
+ 
-外 + 
二 时 .径直 1 | 
i 
例 4.2.25 | 
解 令 2 一 bdz= 证 


= 
ger lIn2 £z 


-ma 
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和 高 等 数学 (上 ) 


1 
pe er] 
~ ln2 5 人 
二 可 ) + (到 ) 
1 
1 十 地 
三 - 王 吉 多 2 
= tl 十 C 
EE 
2 二 本 全 
V3ln2 qd 
-rn 二 :+C 
dz 
例 4. 2. 26 | 二 一 
解 令 外 =t， dz 二 学 ， 
dr 
原 式 = J ) i 
= |( 关 -T)e 
一 一 二 一 arctant 十 C 
一 一 ee —arctan(e)+C. 
2. 三 角 代 换 
当 被 积 函数 出 现 V 吃 一刀，V 民 十 了 ，V 必 一 必 形 式 时 ， 可 采用 三 角 代 换 ， 利 用 三 角 便 
等 式 将 根 式 去 掉 . 


例 4. 2. 27 求 | Va —zxidr(a > 0). 


解 ” 设 xz 一 asint， 一 于 < 本， 那么 


Va —zx = Va —a sint=acost, dr=acostdt, 


| Va —zxdzr= [acos » acostdt 
= a [eosriae = (#7 十 Lg + Es 
2 4 


由 xz 一 asint， 可 得 t= 二 arcsin 呈 又 因 sin2t 二 2sintcost， 所 以 需要 知道 cost 关于 x 的 函数 


3 


.ep = 
关系 式 ， 由 Va 一 x 二 acost， 可 知 cost—Me 所 以 Hi 


|o4 


2 


所 以 | Va —zrdr=a’ (总 二 二 sin2z)+C 2 arcsin 过 + yz ve 一 地 十 C. 


2 


例 4. 2. 28 (ua > 0 


解 (解法 一 ) 设 z 一 atant， FD 那么 


T+a’ = Va ta tan t=a Vlti+tan’t=asect, dr=asec’tdt, 
于 是 


asec’ 和 


| 二 A | a 


:= [secrdi ln| sect + tant|+C. 


由 z= 二 atant 可 知 tant 一 过 ， 由 Vx 十 a 二 asect 可 知 sect— Me. 
所 以 


In|sect+tant|+C 


in (E+ AE)+c 
a a 
= ln(z+ Vet+a)+C, 
其 中 ，C = 二 C 一 lna. 
(解法 二 ) 设 z=asht， 那 么 Vz 十 a? == Varshit+a’ 二 acht, dz 二 achtdt.， 


acht .Ir J 
-a sch ja t+C=ashE+C 


一 mm 人 三: ( 硅 ) +1j+c 有 下 
a 


其 中 , C=C 一 lna. 


例 4.2.29 求 | > 


解 ” 当 x>a 时 ， 设 z=asect (0<i< 训 )， 那么 


7 —a’ = Va’sect—a’ ~—a Vsec't—1=atant, 


d secttant 
| ES dt sectdt = ln | sect 十 tant | + 
罗 a atant 


因为 


高 等 数学 (上 ) 
(9) sn dr; 


Ts 


沾 
Go | 一 4 
6 
E 
GD | adz 
dz 
on | 


(13) Jsin: (2zx 十 5)cos(2zx 十 5)dz; 


aw| Sosz dzr; 
SIn 工 
C15) | Vsinz cosr(sinr— cosr)dr; 
(16) | ee 
zlnr 
dz 
a [a 
(18) amasecadr 
(19) | 一 一 全 一 一 ， 
(arccosr)’ V1 一 并 
(20) | -2 一-dr; 
l1—x’ 


(21) [ee TT de 


(22) | -en arctan Vz (|, 
ty 


(23) Pe 
SINTCOST 


(20) | en lntanz | 


a 
(285) oe 
(26) Jsin3zsintzdzs 
(27) 全 于 cos drs 


(28) Jeor Xxcscrdr; 


(29) | 二 Cn 


(30) | -二 一 
V1 一 3z 


2 
(31) [Eas 
dr 
Collest 
G3) | We 


4 十 2z2 4 
Gb | Eg 


sin2z 十 2sinz 


CL 
(35) [ee en 


G36) | 3 (其 中 a 一 5 


sin(Zz 十 a)sin(Zz 十 0) 


3. 用 第 二 类 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


1 二 -Wy 莹 十 名 
dz 
(2) | ; 
一 要 十 吕 生 一 要 
dz 
to | 5 
WW | 二 
Vl—zx) (1l+zx)" 
(5 | 之 二 dr 
TX 
2X3 
(6) [EXEdz, 


GD) fz V3—zx dr; 
dz 
‘| ty 
(9 | Esae, 
00 | 一 二 一 
Vx’ 十 4z 十 8 


GD | 一 一 全 一 一 一 ， 
V(r —2z++4)’ 
(12) | Pn Py Ca i 


f(x) EF Cay 


Ar) . 
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和 高 等 数学 (上 ) 


4.3 分 部 积分 法 


前 面 利用 复合 函数 求 导 法 则 推导 了 换 元 积分 法 ,在 求 导 法 则 中 两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 
至 关 重 要 ,现在 由 函数 乘积 的 求 导 法 则 来 推导 另 一 个 求 积分 的 基本 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
设 函 数 v 一 xz) 及 uv 一 w(Cz) 具 有 连续 导数 . 那么 ,两 个 函数 乘积 的 导数 公式 为 
(uv) 一 xu 十 zu， 
移 项 得 
uv = (uv) 一 zu 


对 这 个 等 式 两 边 求 不 定 积分 ， 得 
| 一 wu — [wvdr (1 


时 


Juav = w= fodu. (4. 3.2) 
这 个 公式 称 为 分 部 积分 公式 . 
分 部 积分 过 程 可 以 简 记 为 
jar = udo = ww — fod = ww — Jvdr. 

分 部 积分 法 适用 于 被 积 函 数 为 两 个 不 同 函 数 类 型 乘积 的 不 定 积分 ， 其 公式 特点 是 两 边 的 
积分 中 与 v 恰好 位 置 互 换 ， 当 | vv 不 易 直 接 计算 ， 但 [udu 易于 计算 时 ,可 以 使 用 分 部 积分 
法 . 对 于 选取 wx，dz 的 原则 ， 积 分 容易 者 选 为 dv， 求 导 简 单 者 选 为 u. 

例 4.3.1 求 |zsinzdz. 


解 Jasinzdz 一 一 [raceosm 二 一 XcosX 十 [eoszdz 
一 一 Zcosz 十 sinz 十 C. 


例 4.3.2 求 |zerdz, 


解 人 dz Jaa = x Jeaz xe’—e@’ 二 C. 
例 4.3.3 求 | erdz. 


解 |z edz = j= der = zzer 一 [ed 


芝 ?|zedz zer 一 2|zder 


lo 


一 zzer 一 2zer 十 ?| dz 


三 Te 一 2ze 十 2e 十 C 
三 已 ( 妇 一 2z 十 2) 十 C. 
第 一 类 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 在 运算 过 程 中 有 相似 之 处 ， 第 一 步 都 是 凑 微 分 ， 如 ， 


/isc dr = | rreco]aecn [Wa 
uc car = |eepaecm = u(r)v(r) — awd), 


在 计算 不 定 积分 时 ， 有 时 须 把 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 结合 使 用 ， 并 且 分 部 积分 法 可 以 
多 次 使 用 . 
例 4.3.4 求 |zlnzdz. 


1 > | Dla, Ly 
解 Jalnzdz 二 [mazdz ps lnzx 二 Td 


> [Pu i 
归纳 上 述 例 题 可 以 知道 ， 如 果 被 积 函 数 类 型 为 
[pwe 让 zy [cpsinardr， 人 忆 cpeosardr， 


其 中 ，a 为 常数 ，P,(z) 为 n 次 多 项 式 时 ， 均 可 以 令 


u(x)=P,(r), dvu=e” dr(sinaxrdz 或 cosardzx). 
例 4.3.5 求 |arccoszdz, 


解 Jarecoszdz = Zarccosz — |zd(Carccosz) 


下 


dz 
V1l—x’ 
Zarccosz - [a xz) dl — x?) 
一 xarccost— Vl—zx+C. 


例 4.3.6 求 |zarctanzdz 


Xxarccoszt7 二 |x。 


2 1 1 L 
解 Jzarctanzdr = |aretanzdz 2 Xarctanz 2 a “于 之 dz 


2 
Xx arctanz 
#|( 


i) 


1 
2 
1 
2 


Zarctanz 3 二 十 2 arctanz 十 C. 


和 高 等 数学 (上 ) 


归纳 上 述 例题 可 以 知道 ， 如 果 被 积 函数 类 型 为 
|Peomadz § [PCaresinrdz 网 Jp, cdarecosrdz, | 已 Goparetanrdz 四 
其 中 P,(z) 为 n 次 多 项 式 时 ，, 均 可 以 令 


u(xz) 一 lnz(arcsinz 或 arctanz). dv 二 PP,(z)dr. 
例 4.3.7 求 |ersinzdz.。 
解 因为 
|esinzar = [sinzae = ersinz 一 [edsinz 
一 ersinz 一 [eeosedz 一 ersinz 一 [eesaae 


一 ersinz 一 ercosr 十 fe dcosz 


一 ersinz 一 ercosz 十 6 dcosz 
= ersinz 一 ercosz 一 je sinrdzr, 
所 以 


| sinzdz 一 De Gsine 一 cosz) 十 C. 


归纳 上 述 例题 可 以 知道 ， 如 果 被 积 丽 数 类型 为 | ee sinCaz 十 bd ,ecoscur 于 动 本 ,党 
中 业 ，a，8 均 为 常数 ,那么 x 和 do 的 选取 可 以 随意 . 


[dr _ - 
例 4.3.8 求 了 = Ce 其 中 为 正 整 数 . 
d b 
解 工 [= 了 arctan 过 +C. 
当 7 二 1 时 ， 用 分 部 积分 法 ， 有 
dz 3 22 
ta ta t2 D | ry 


a’ 
(wa) + in vj[ Fa Cw ay J, 


即 
i Re DL 1—a’l,), 
于 是 
1 六 
D gan er ta DI]. 


以 此 作为 递 推 公式 ， 并 由 五 一 二 arctan 王 十 C 即 可 得 二。 

求解 不 定 积分 的 方法 可 以 多 样 ， 并 且 多 种 方法 相互 结合 ， 需 要 灵活 掌握 
例 4.3.9 求 |o dz 

解 (解法 一 ) 令 zx， 则 dx 一 21d1， 于 是 


Jeraz ?|red: 2 一 1) 十 C=2e5(Vz 一 1 十 C 


(解法 二 ) ee 一 eaway 三 2| VrerdVr 


?| Vzde” 2 Vzrer ?ea 


2wWzec —2es +C=2e(Vr—1)+C. 


例 4. 3. 10 计算 | Ve 十 zzdz(a 之 0). 
解 令 Zz=atant，dz 一 asecztdt， 所 以 
Vat+zx = Va (lt+tant)=asect, 
| Va +zx dr= Jesecidr. 
下 求 |seciidr. 


|seciiar 一 seerd Ctane) 


= sect * tant 一 sound 


sect 。tant seed + seerat 


sect » tant + ln|sect + tant | ev 


所 以 
seed 一 到 Csecrtanz 十 ln|sect 十 tant| ) 十 C， 
所 以 
| Ve tedz 一 全 Csecttant 十 ln|sect 十 tant| ) 十 C， 
2 2 
因为 tant 一 工 ， SEE 这 人 
a a 
所 以 


a 


2 2 
| Veter =$ (t+ 


trite|)te 
a 
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[4 


. 求 不 定 积分 |zcos2zdz. 

. 求 不 定 积分 [zsin? zdz. 

, 求 不 定 积分 |(z eed 
. 求 不 定 积分 |ze™dz. 


; 求 不 定 积分 | (2x 一 1)lnzdz. 


. 求 不 定 积 


. 求 不 定 积分 


" 求 不 定 积分 |] 


求 不 定 积分 | 


: 求 不 定 积分 | 
: 求 不 定 积分 | 


: 求 不 定 积分 | 


| 
| 
| 
| 


. 求 不 定 积分 | 


. 求 不 定 积分 | 


. 求 不 定 积分 | 


. 求 不 定 积分 |x?1n3zxdx. 


Car -1) nedr, 


ns dx. 


Zz 


. 求 不 定 积分 |xarcsinzdz. 


(zx’ — 1)arctanzdz. 


arctan V4Z 一 1dz. 


G "CoBwd, 


dz. 


lnlnx i 
六 


(arccosz) dz. 


EA 


dz. 


OS 


a ln edz 


Z(Z 十 1) 


习题 4.3 


. 求 不 定 积分 [in(z + VI )dz. 


求 不 定 积分 | lnz 一 InCz 十 1)dv. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


求 不 定 积分 | 
求 不 定 积分 [ 
求 不 定 积分 | 


求 不 定 积分 | 


求 不 定 积分 


求 不 定 积分 | 


求 不 定 积分 


r 


xarctanzln(1++ x )dz. 


[in(z+ VITz) dz. 


x(l++zx)' "dz. 
Vrsin Vrdz. 


十 .es dx. 
TX 


sinlnzdz. 


ztanzsec! rdz. 


和 高 等 数学 (上 ) 


4.4 函数 的 积分 


前 面 学 习 了 两 种 求 不 定 积分 的 方法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 ， 这 两 种 方法 都 是 依据 
微分 运算 的 过 程 ， 加 入 不 定 积分 运算 形成 的 . 本 节 介 绍 的 方法 是 依据 被 积 函数 特殊 形式 所 形 
成 的 不 定 积分 计算 过 程 ， 主 要 针对 有 理 分 式 结构 . 


4.4.1 有 理 函数 的 积分 


有 理 函 数 是 指 由 两 个 多 项 式 的 商 所 表示 的 函数 ， 即 具有 如 下 形式 的 函数 ， 


P(z) az 十 az 十 … 十 az 十 av 
Wa] B® Ba Bi 


其 中 ，m 入 都 是 非 负 整数 ; P(x) 是 nn 次 多 项 式 ; Q(x) 是 m 次 多 项 式 ; ao，a az, ,a 
及 bh， ，b。，…，b, 都 是 实数 ， 并且 ao 天 0， 如 天 0. 

当 n<m 时 ， 称 这 有 理 函 数 是 真 分 式 ; 当 n 宇 m 时 ， 称 这 有 理 函 数 是 假 分 式 . 

假 分 式 总 可 以 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 的 形式 ,通常 采用 多 项 式 长 除法 ， 这 种 
方法 与 数字 除法 一 样 . 


例如 ， 王 吉 守 十 1 一 于) 十 1 一， 多 项 式 长 除法 过 程 如 下 ， 


(4.4.1) 


x 


Ww 于 


p 志 


1 


当 假 分 式 化 为 多 项 式 与 真 分 式 之 和 的 形式 后 ,其 中 对 于 多 项 式 的 不 定 积分 已 经 掌握 ， 下 


面 研究 真 分 式 的 不 定 积分 
求 真 分 式 的 不 定 积分 时 ， 对 于 真 分 式 如 2 ， 如 果 分 母 可 分 能 为 最 简 形式 ， 即 


QCr) 一 Qi(z)…Q,(z)， 
且 QCz)，…，Q,Cz) 没 有 公 因子 ， 那 么 可 拆 成 多 个 真 分 式 之 和 ， 即 


Plry Pilz) , ,Bly 
Q(z) QI Qe) 


(4.4.2) 


这 个 过 程 称 作 化 真 分 式 为 部 分 分 式 之 和 ， 其 中 最 简 形式 为 己 于 3r，07 站 7 的 丰 


分 式 形式 ， 其 中 zx? 十 px 十 q 为 二 次 质 因 式 ， 即 pr 一 4g<0. 
将 式 (4.4.1) 化 成 式 (4. 4. 2) 需 要 确定 每 部 分 分 子 的 形式 及 多 项 式 的 系数 ， 所 采用 的 方法 


ls 


第 4 章 不 定 积分 


为 待定 系数 法 ， 即 确定 P, (z)，…，P,(z) 的 具体 表达 式 ， 可 采用 如 下 过 程 . 
Pi(Cz) 


对 于 [ar， 其 中 人 >2， 一 定 可 以 写成 如 下 形式 ， 
P(xz) A A;, i An 
Cs—ay a 二 Cand 


式 中 ，A, ，…，Ai 为 常数 . 
在 分 解 过 程 中 注意 ， 所 拆 成 部 分 分 式 的 数量 与 A 一 致 ， 且 分 子 多 项 式 的 次 数 比 分 母 中 因 
子 Z 一 & 低 一 次 ， 所 以 式 (4.4. 3) 中 分 子 为 常数 . 


Pa) 和 有 
WN 其 中 /二 2, 一 定 可 以 写成 如 下 形式 : 
Ptz) Biz 十 CO B:z 十 C2 Bixr+CG (4.4.4) 
(z+prtq)’ (z+prtg)’ (z+prtq) bt pi 


式 中 ，B,，" 一 ，B,，Ci ，…，Ci 为 常数 

在 分 解 过 程 中 注意 ， 所 拆 成 部 分 分 式 的 数量 与 / 一 致 ， 且 分 子 多 项 式 的 次 数 比分 母 中 因 
子 必 十 bz 十 dg 低 一 次 ， 所 以 为 一 次 多 项 式 . 

通过 上 述 可 以 看 出 ， 在 假设 分 子 多 项 式 形式 时 ,分 子 多 项 式 的 次 数 仅 比 分 母 的 因子 低 一 
次 . 为 了 确定 常数 A!，…，A;，Bi，…，B,，C!，…，C,， 只 需 将 式 (4. 4. 3) 及 式 (4. 4.4) 右 
端 进行 通 分 ， 因 式 (4.4.3) 与 式 (4.4.4) 为 等 式 ， 所 以 与 左 端 进行 比较 ， 对 应 的 多 项 式 系数 相 
等 ， 进 而 确定 常数 取 值 . 


例如 ， 化 十 33 于 红 一 为 部 分 分 式 之 和 . 


(7 二 Tc 一 
假设 
Sa — Uy As+B i | 轴 
(zz 十 z 十 1)(z 一 1) 2 zz 十 z 十 1 (xz—1) 7 一 1 


对 等 式 右 端 通 分 ， 得 


CAS+ BYE— 146(2 at D4 +rt1i)y(a—1) 
GQ D2— 17 “ 


整理 ， 分 子 为 
UTD (ATBTOs FA—2BTO TB tC —D);, 


它 与 3z 一 2x 相等 ， 所 以 


A+D=0， 

一 2A 十 B 十 C=3， 
A—2B+C=—2， 
B+C—D=0. 


解 得 
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高 等 数学 (上 ) 


所 以 


3z2 一 2 3 1 1 
a 


综 上 所 述 ,将 有 理 函 数 化 为 部 分 分 式 后 可 能 出 现 的 情况 归纳 如 下 : 


CD) 当 存在 | = 全 -dx 时 ， 直 接 进 行 不 定 积分 运算 ， 即 
| A dr = Aln|zx—al+C; 
TT—& 
(2) 当 存在 | 二 -人 dz 时 ， 采 用 第 一 类 换 元 积分 法 计算 不 定 积分 ， 即 
’ A . 1 
[a i aR tm ly 
| _ dz ] dz e+ 各 一 | du 
(到 十 好 十 09" Ns ] TE 


剩余 计算 过 程 参见 4. 3. 8; 


z+a 3 G2 2 
(4) 当 存在 | 时 ,将 分 子 凑 成 二 十 pz 十 g 的 导数 与 常数 之 和 形式 ， 即 


法 二 (2z 十 六 十 (< 4). 


第 一 部 分 利用 竣 微 分 直接 计算 ,第 二 部 分 的 形式 按照 情况 (3) 进 行 处 理 与 计算 ， 即 


| 范 填 羡 二 1 1 (« s)| dz 
(好 十 zz 十 9) 20n—1) (z+prt+q)"™ 2 1 Cz prety 
其 中 ,，p* 一 4g 二 0. 


例 4.41 求 | 3 dz. 


z2 一 5z 十 6 
工 十 3 十 3 | 6 5 _ 
解 | a 和 一 人 = 二 )d 
6 5 
Tad | 二 6ln|z 一 3| 一 5in|zx 一 2| 十 C. 


并 
二 


范 十 各 A B (ATB)rzt+t(—2A—3B) 
人 (一 OZ 一 秒 


A+B=1, —3A—2B=3, A=6, B 5. 


| 
例 442 求 | 二 于 dz， 


z—2 2z 2 1 
解 EE FT 二 | 本 ZX 十 27 十 3 Te 


2 十 多 a| 1 
计 = Es 


d(x* + 2x+3) s| d(z+1) 
2. 并 十 2z7 十 3 (z 十 1)2 十 (V2): 


1 2 3 ww 
ln(z 十 2z 十 3) arctan +C. 
3 V2 Va 


其 中 ， 

1 2 二 2) 一 
各 三 所 2r+2) 3 和 本 1 
wt S2713 2 区 25 二 3 3 


Ol 求 | = Cd 
1 LL 汪 ， 计 
解 | rd jE z—1 Cr | 


1 |! 5 
| tax | 二 id | 


In|z|—In|z—1| FT 十 
其 中 ， 
下 站 一 过 十 灾 1 1 
wwe—ID ww 人 一 至: 
5 1 1 1 1 


wa "ei 奢 Pr 


4.4.2 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 


三 角 函 数 有 理 式 是 指 由 三 角 函 数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 构成 的 函数 ,其 特点 是 分 
子 、 分母 都 包含 三 角 函 数 的 和 、 差 和 乘积 运算 . 由 于 各 种 三 角 函 数 都 可 以 用 sinz 及 cosz 的 有 
理 式 表示 ， 故 三 角 函 数 有 理 式 也 就 是 sinz，cosz 的 有 理 式 . 用 于 三 角 函 数 有 理 式 积分 的 变 


换 : 把 sinz，cosz 表示 成 tan 了 的 函数 ， 然后 做 变换 wx 一 tan 
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高 等 数学 (上 ) 


2tan 2tan 地 

sinz 一 2sin 之 cos 站 2 4 2 
S Ss 

” 2 sec’ 1 十 tan? 立 Li 

2 亚 
cosr 一 cos? 二 一 sin? 三世 
-i 2 2 并 1 十 只 
sec 本 


变换 后 原 积分 变 成 了 有 理 函 数 的 积分 . 


[| dz 
例 4.4.4 求 | 2 


Ey Pe 2 和 
解 ” 作 变换 z tan 避 则 有 dz +e cosz=IFF 


_2dF 


] ss | Er 2| sd 由 


= ran 让 +C= 和 rean( 启 mn 有 + GG 
说 明 : 并 非 所 有 的 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 都 要 通过 变换 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 例如 ， 


COsST 和 We 
| sar | dd t+ sinz) = ln(1 十 sinz) 十 C. 


4.4.3 简单 元 理 函数 的 积分 
无 理 函 数 的 积分 一 般 要 采用 第 二 类 换 元 积分 法 把 根 号 消去 ， 也 称 为 根 式 代 换 法 . 


例 4.4.5 求 | Pe 
下 


解 令 Yr=t, ， 则 过 一 在 ，dz 一 322dt. 


原 式 | 二 ed 3| 一 二 3|(¢ D+ii)d 


= 3 3ln (tl) +C 


2 FF 9 和 
=3rt 3zt +3ln(Yr+1)+C. 


Er 
例 4.4.6 求 —dz. 
| 
解 ” 被 积 函 数 中 既 有 Vz 又 有 Vzx， 为 了 能 同时 消去 这 两 个 根 式 .选择 令 x 二 总 ， 于 是 dz 一 62d:. 


甘 5 宪 
js 4 ree | i 


利用 有 理 式 长 除法 ， 得 


1 求 不 定 积分 |- 


A C= 
| 区 
首 pg 
6 5t tat at + 主权 本 一 末 -HC 
Fz bt +t B+ Fat 车 十 In|z 一 1| 十 C. 
习题 4.4 
Id 


色 求 不 定 积分 | 二 ad 


一 这 


3， 求 不 定 积分 | dz 
4. 求 不 定 积分 [= 
5 求 不 定 积分 | 0 到 后 7 

6. 求 不 定 积分 | 全 


7. 求 不 定 积分 1 


(xz—2) 


8. 求 不 定 积分 | 三 十 三 十 守 二 lqz. 


Fl 

9 求 不 定 积分 | TF 一 

10. 求 不 定 积分 | 
11. 求 不 定 积分 | 卫星 

12. 求 不 定 积分 | 一 上 

13. 来 不 定 积分 | Ta 

14. 求 不 定 积分 | 一 天 


EC 


15. 求 不 定 积 | td. 
FT 


dz 


16. 求 不 定 积 I 
| Vz—1) (z+1) 


[2 


. 求 不 定 积分 | 
. 求 不 定 积分 


ed 
分 | 
. 求 不 定 积分 le 
分 sin 
| 


. 求 不 定 积分 | 


. 求 不 定 积 


上 
1 十 党 


. 求 不 定 积分 | 二 Frdz. 


(z+2) 


. 求 不 定 积分 | [二 da 
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第 5 章 定 积分 


本 章 研 究 积分 学 的 另 一 基本 问题 一 一 定 积分 . 定 积分 起 源 于 解决 实际 问题 . 定 积分 是 “和 
式 的 极限 ”运算 的 抽象 过 程 ， 通 过 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 揭示 定 积分 与 不 定 积分 的 密切 联系 ,不 
定 积分 的 计算 是 学 习 定 积分 的 基础 . 本 章 最 后 介绍 应 用 定 积分 解决 实际 问题 的 思想 与 过 程 . 


s.1 定 积分 的 概念 与 性 质 


5.1.1 定 积 分 问题 引 例 


1. 曲 边 梯形 的 面积 

设 函 数 y= 二 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 非 负 、 连 续 ， 由 直线 X= 二 a，xz= 二 6，y 二 0 及 曲线 y= 
f(z) 所 围 成 的 图 形 称 为 曲 边 梯形 ， 其 中 曲线 弧 称 为 曲 边 ， 如 图 5. 1. 1 所 示 . 

如 何 求解 曲 边 图 形 的 面积 呢 ? 首先 介绍 求解 图 形 面积 的 基本 思想 与 过 程 . 对 于 生活 中 所 
遇 到 的 图 形 ， 可 归结 为 多 边 形 与 曲 边 图 形 . 例如 求解 任意 多 边 形 的 面积 ， 如 图 5.1. 2 所 示 ， 
我 们 先 将 图 形 进行 “分 割 ”， 分 割 为 若干 可 求 面 积 的 图 形 ， 因 为 我 们 知道 三 角形 的 面积 公式 为 

三 角形 面积 = 去 X 底 x 高， 

所 以 可 以 将 直 多 边 形 按照 其 项 点 连 线 分 割 成 若干 三 角形 ， 对 每 个 三 角形 逐一 计算 其 面积 ， 之 
后 再 进行 累加 ， 就 得 到 了 多 边 形 的 面积 ， 其 中 三 角形 为 构成 多 边 形 的 基本 元 素 ， 将 其 称 为 
“ 基 元 ”. 将 这 种 思想 可 归结 为 “分 割 一 求 值 一 求 和 ”， 其 中 ， 分 割 是 指 分 割 成 若干 基 元 ， 求 
值 是 指 求 若干 基 元 的 面积 ， 求 和 是 指 将 所 求 基 元 面积 累加 . 


了 个 了 = 


图 5.1.1 图 5.1.2 


高 等 数学 (上 ) 


求 多 边 形 面积 的 思想 同样 可 以 应 用 于 求 曲 边 图 形 的 面积 . 如 图 5. 1. 3 所 示 ， 将 曲 边 图 形 
用 十 字 线 切割 后 归结 为 两 类 图 形 : 矩形 和 曲 边 梯形 . 算 形 面积 可 以 求 取 ,所 以 只 要 求 出 曲 边 
梯形 的 面积 ， 就 可 求 得 曲 边 图 形 的 面积 。 曲 边 梯形 是 曲 边 图 形 的 基 元 . 下 面 应 用 同样 的 思想 
介绍 求 得 曲 边 梯形 的 面积 .但 在 具体 操作 时 还 要 针对 “ 曲 边 ”这 一 特点 进行 特殊 处 理 . 

(1) 分 割 

在 区 间 [La,， 46] 内 插入 若干 分 点 

4 一 To<T<Z r=b, 
并 将 区 间 [e， 关 分 割 为 若干 小 区 间 
Ew Bil bis ls wens [ea Bs ws [i im ds 
小 区 间 的 长 度 分 别 记 为 At;， 即 
Azi 一 Zi 一 ZIo，Azz 一 To 一 ZI， …，Ar =Tn Trl 

过 每 个 分 点 作 平行 于 y 轴 的 直线 , 沿 此 直线 进行 图 形 的 分 割 ， 把 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 

边 梯 形 ， 假 设 每 个 小 曲 边 梯形 的 面积 为 
AA:s i=]1, 2, w, NL 

(2) 求 值 ( 求 近 似 值 ) 

当 插 入 分 点 足够 多 ， 每 一 个 小 的 曲 边 梯形 足够 小 时 ， 如 图 5.1.4 所 示 ， 每 个 小 曲 边 梯形 
都 用 一 个 等 宽 的 小 矩形 代替 ， 每 个 小 曲 边 梯形 的 面积 都 近似 地 等 于 小 矩形 的 面积 ， 则 所 有 小 
矩形 面积 的 和 就 是 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 ， 这 种 思想 为 “以 直 代 曲 ”. 在 每 个 小 区 间 
[zi ，zi] 上 任 取 一 点 扣 ， 以 [zi ，zi 为 底 、 太 (5 ) 为 高 的 窗 和 矩形 近 似 替 代 第 ; 个 窗 曲 边 梯 
形 (i=1, 2, …, n). 即 AA;=f(€)Az. 


"二 | 医 : | Hi h 4 
Olasw nm x x Ex Nal Xb x 


图 $1.3 图 5.1.4 


(3) 求 和 
把 这 样 得 到 的 n 个 窄 矩 形 面 积 之 和 作为 所 求 曲 边 梯 形 面积 A 的 近似 值 ， 即 


A f EAntf EAT ttf E) AT, = Df EA. 
1 一 1 


[ze 


(4) 取 极 限 ( 求 精确 值 ) 

显然 ， 分 点 越 多 、 每 个 小 曲 边 梯 形 越 窗 ， 所 求 得 的 曲 边 梯 形 面积 A 的 近似 值 就 越 接 近 曲 
边 梯 形 面 积 A 的 精确 值 ， 因 此 ， 要 求 曲 边 梯形 面积 A 的 精确 值 ， 只 需 无 限 地 增加 分 点 ， 使 每 
个 小 曲 边 梯形 的 宽度 趋 于 零 ， 记 4 一 max {Azi，Az;，…，Azx,)}， 即 4 为 区 间 中 长 度 最 长 的 ， 
于 是 令 4->0， 即 当 最 长 的 趋 近 于 零 时 ,就 能 保证 每 个 小 曲 边 梯形 的 宽度 均 趋 于 零 . 所 以 曲 边 
梯形 的 面积 为 

A=lim)) f(€) Az;. 

2. 变速 直线 运动 的 路 程 

设 物体 作 直 线 运 动 ， 已 知 速度 v= 二 v(t) 是 时 间 间 隔 [T,，T,] 上 + 的 连续 函数 ， 且 (0 之 
0， 计 算 在 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 程 S. 

(1) 分 割 

在 时 间 间 隔 [T,，T;] 内 任意 插入 若干 个 分 点 

Ti =< << < = T, 
把 CT ，T; ] 分 成 n 个 小 时 间 段 
bis Ws [hv hs ws [Bar js 
各 小 段 时 间 的 间隔 依次 为 
Ai 一 一 加 Ab 一 让 一 让， ， Ab 一 页 一 加 -1 
相应 地 ， 在 各 段 时 间 内 物体 经 过 的 路 程 依次 为 
AS ，AS: ，…，AS,。 

(2) 求 值 ( 求 近似 值 ) 

在 足够 小 的 时 间 间 隔 内 ， 物体 运动 看 成 是 均 速 的 . 在 时 间 间 隔 [5-,, 二] 上 任 取 一 个 时 刻 
Ti(ti1 达 ti<ti)， 以 时刻 的 速度 v(ti) 来 代替 [1-，，t] 上 各 个 时 刻 的 速度 ， 得 到 部 分 路 程 
AS; 的 近似 值 ， 即 AS; = 二 v(t)Ati(i=1, 2,，*…， nn)。 

(3) 求 和 

把 物体 在 每 一 小 的 时 间 间 隔 At; 内 运动 的 距离 加 起 来 作为 物体 在 时 间 间 隔 [Tl， Ts] 内 所 
经 过 的 路 程 S 的 近似 值 ， 于 是 这 段 部 分 路 程 的 近似 值 之 和 就 是 所 求 变速 直线 运动 路 程 S 的 
近似 值 ， 即 


Sa Sptad aii, 
i=1 


(4) 取 极 限 ( 求 精确 值 ) 
记 4 二 max{Ahi，Ats，…，At,)， 当 4->0 时 ， 取 上 述 和 式 的 极限 ， 即 得 变速 直线 运动 的 
路 程 


S= lim 2 vm) A 
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和 高 等 数学 (上 ) 


5.1.2 定 积分 的 定义 


抛 开 上 述 问题 的 具体 意义 ， 抓 住 它 们 在 数量 关系 上 共同 的 本 质 与 特性 加 以 概括 ， 就 抽象 
出 下 述 定 积分 的 定义 . 

定义 5.1,1 设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 有 界 ， 用 分 点 a= 二 zxo 过 zi 之 x2… 之 zi 过 x 二 5 把 
[a;s 85] 分 成 有 个 小 区 间 [zo; zi]， [xis zz]; [zs zsj]; *…… [zi xz]; 记 Axi = 
Ti—zii(i=1, 2, 3 n). VSE[Lzy zi (i=1, 2，.…， n)， 作 和 

S= SA 

记 4 二 max{Axzi，Azs，*…，Axz,}， 如 果 当 4->0 时 ， 上 述 和 式 的 极限 存在 ， 且 极限 值 与 区 间 
[a,，5] 的 分 法 和 的 取 法 无 关 ， 则 称 这 个 极限 为 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 的 定 积分 记 作 


rear, 


| renar = lim DM fC) az. 
其 中 ，z 称 为 积分 变量 ，f(x) 称 为 被 积 函 数 ，f(z)dzx 称 为 被 积 表 达 式 ，[a，06] 为 积分 区 间 ， 
a 为 积分 上 限 ，5 为 积分 下 限 . 


根据 定 积分 的 定义 ， 曲 边 梯形 的 面积 为 A= | /x)dz. 变速 直线 运动 的 路 程 为 
S 一 区 v(D dt. 


说 明 : 
(1) 定 积分 的 值 只 与 被 积 函数 及 积分 区 间 有 关 ,而 与 积分 变量 的 记 法 无 关 , 即 


| reou= 上 f(D)dt= 「 f Cw du. 


(2) 和 p> 7(5)Ar 通常 称 为 f(x) 的 积分 和 . 


(3) 如 果 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 的 定 积 分 存在 ， 我们 就 说 f(z) 在 区 间 [a,，5] 上 可 积 . 

函数 f(z) 在 La,， 5] 上 满足 什么 条 件 时 ,f(z) 在 Ca， 5] 上 可 积 呢 ? 

定理 5.1.1 设 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 , 则 f(z) 在 La,，65] 上 可 积 . 

定理 5.1.2 设 f(z) 在 区 间 [a, 5]J 上 有 界 ， 且 只 有 有 限 个 间断 点 ， 则 f(x) 在 [a, 5] 上 
可 积 . 


5.1.3 定 积分 的 几何 意义 


在 区 间 [a, 5] 上 ， 当 f(z)>0 时 ， 积分 f(z)dz 在 几何 上 表示 由 曲线 y 一 7(z) 以 及 本 
条 直线 z= 二 a x=5 与 x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ; 当 f(z) 三 0 时 ,由 曲线 y= 二 f(z) 以 及 


[2s 


第 5 章 定 积 分 
两 条 直线 < 一 a，z 一 65 与 + 轴 所 转 成 的 曲 边 梯 形 位 于 xz 轴 的 下 方 ， 定 积分 在 几何 上 表示 上 述 
册 边 梯形 面积 的 负 值 : 
fra = tim DEA —— lim DC C&A 一 一 reoldz 


当 Fz) 既 取得 正 值 又 取得 负 值 时 ， 函 数 f(z) 的 图 形 某 些 部 分 在 zx 轴 的 上 方 ， 而 其 他 部 
分 在 工 轴 的 下 方 . 如 果 我 们 对 面积 赋 以 正 负 号 ， 即 对 在 z 轴 上 方 的 图 形 面积 赋 以 正 号 ， 对 在 


工 轴 下 方 的 图 形 面积 赋 以 负 号 ， 则 在 一 般 情形 下 ， 定 积分 | f(x)dz 的 几何 意义 为 : 它 是 介 于 
工 轴 、 函 数 f(x) 的 图 形 及 两 条 直线 x 二 a,x 一 b 之 间 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ， 如 图 5. 1. 5 所 示 . 


| ee 


图 5.1.5 


通过 定 积分 的 几何 意义 可 以 看 出 ， 当 被 积 函 数 给 定 ， 积 分 区 间 一 旦 固定 时 ， 定 积分 的 结 
果 就 是 常数 ， 即 曲线 所 围 图 形 面积 的 代数 和 . 
由 定 积分 的 定义 及 几何 性 质 可 知 : 


[ear = 一 | reodz L firydz =0s far 二 
例 5.1.1 计算 定 积分 | zdz. 
解 (解法 一 ) 定 义 法 . 
把 区 间 [0，1] 分 成 nn 等 份 ， 分 点 为 和 小 区 间 长 度 为 = 六 i=l 2，…，71 一 1) ，Ari 一 


工 (一 1， ,| 


Si A 
7 到 避 是 证 


1 后 ,1 (十 om 
i ~ 人 2 


129| 


高 等 数学 (上 ) 


因为 = 二， 当 )-=0 时 ,mco， 所 以 


n 


| 二 tim D/A 


| 


i 
-iT 


(解法 二 ) 几 何 意义 法 . 
应 用 定 积分 的 几何 意义 (如 图 5.1.6 所 示 ) 可 知 ， 所 求 定 积分 即 为 被 积 函数 yz 与 + 二 0， 
zz 一 1 及 二 办 所 有 图 形 面积 | zdz 一 汪 . 


例 5.1.2 用 定 积分 的 几何 意义 求 | (1 — zx)dz. 


解 ” 函 数 y==1 一 z 在 区 间 [0，1] 上 的 定 积分 是 以 y=1 一 x 为 曲 边 ， 以 区 间 [0，1] 为 底 
的 曲 边 梯形 的 面积 ， 如 图 5. 1.7 所 示 . 


A 


图 5.1.6 图 5.1.7 


因为 以 y=1 一 x 为 曲 边 ， 以 区 间 [0，1] 为 底 的 曲 边 梯形 是 直角 三 角形 ， 其 底 边 长 及 高 均 
为 1， 所 以 


1 1 
2 Xl1x1 


1 
ha 工 ) dz 了 


S.1.4 定 积 分 的 性 质 
规定 : 
(1) 当 a=b 时 ， [ear 一 0. 
(2) 当 a>p 时 ， [fear =—| /Cdz. 
性 质 5. 1.1 函数 的 和 ( 差 ) 的 定 积分 等 于 它们 的 定 积 分 的 和 ( 差 ) ， 即 


hb b b 
| LAU) Fate) ldr = [ear +| g(x) dz. 


[ao 


证 明 re +gco]dz= lim PLE) + ec)]Az 
a wi 
一 lim2, f(§) Ari + lim 2 g(€)Az: 


= [rwart [ecwdr. 
性 质 5.1.2 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 ， 即 


b 站 
[SEE = 4| f(x)dz. 


这 是 因为 | kf Cz)dz = lim 2) kf (§)Az 一 蚌 lim > f(§)Az, = #| fedz. 
0 “0 窑 ; 有 


性 质 5. 1.3 如果 将 积分 区 间 分 成 两 部 分 ， 则 在 整个 区 间 上 的 定 积分 等 于 
上 定 积分 之 和 ， 即 


[ar es [evart | nd. 


这 个 性 质 表 明定 积分 对 于 积分 区 间 具 有 可 加 性 . 
值得 注意 的 是 不 论 a，5,，c 的 相对 位 置 如何 ， 总 有 等 式 


[nae = [ear + /dr 
成 立 . 例如 ， 当 a 二 b<c 时， 由 于 

[evar E [reart | fdr, 
于 是 有 


[co [reod [reou [ewart fv. 

性 质 5. 1.4 如 果 在 区 间 [a, 65] 上 f(x)==1， 则 

[1az = a = 0a. 
性 质 5. 1.5 如 果 在 区 间 [a, 565] 上 f(x) 宇 0， 则 

[wdr2 0 <o). 
推论 5.1.1 如 果 在 区 间 [a, 5] 上 f(z) 二 g(x)， 则 

[rowar< [eda eb. 

这 是 因为 g(z) 一 /(z) 宇 9， 从 而 


hb b hb 
| eco [ar | Lg(z)— f(z)jJdzr > 0. 


所 以 


b hb 
[War < | scodz 


这 两 部 分 区 间 
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和 高 等 数学 (上 ) 


推论 5.1.2 [reou|< | re ile se. 
这 是 因为 一 | f(z) | 过 f(z) 过 |f(z)| ,所 以 


b b b 
-| nlar<| /war<| [Ra | ads, 


即 
we | fn ldz. 
性 质 5.1.6 设 M 及 m 分 别 是 函数 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 ， 则 
mb <| fd MG eh. 
证 明 因为 mf/(x)<M， 所 以 
fn f rear fads, 
从 而 


b 
m(b—a) < | f(zdr < M(b—a). 


性 质 5. 1.7( 定 积分 中 值 定理 ) ”如 果 函 数 /(x) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 ， 则 在 积分 区 间 
[a,， 5b] 上 至 少 存在 一 个 点 ,使 下 式 成 立 : 


[reodz = f(O(6—a). 
这 个 公式 叫做 积分 中 值 公式 . 
证 明 由 性 质 6 

m(b—a) 去 | reou <MDb—a). 

各 项 除 以 5 一 a 得 

m 壹 ss fae <M. 
再 由 连续 函数 的 介 值 定理 , 在 [a, 5] 上 至 少 存在 一 点 $， 使 

| b 

f(© = 二 reodz 
于 是 两 端 乘 以 5 一 a 得 中 值 公式 

[ar = f(O(6—a). 


习题 5. 1 


1. 利用 定 积分 的 定义 计算 由 抛物 线 y= 二 x 十 1， 两 直线 + 二 1, x 二 一 1 及 工 轴 所 围 成 的 图 
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形 的 面积 . 
2. 利用 定 积分 的 几何 意义 计算 下 列 定 积分 : 
GD | czz+Ddz 


Lr | | V9— zidzrs 
5 
(3) [ et 
(4) 已 知 | coszdz 一 1， 求 | 。 coszdrz. 
6 a 
3. 已 知 [far 关 感 | reou 三 [ i 
一 2 -1 
2 
(1) | srcpar 
(2) | ar 
(3) | 于 [47(z) 一 5gCz)]dz 


(4) [rwar. 
4. 设 f(z) 与 g(x) 在 [a, 5b] 上 连续 , 证明: 
(1) 车 在 [a 5] 上 ，f(x) 衬 0, 且 f(z) 在 [a， 56] 上 不 恒 为 零 ， 则 | fdr > 0 


(2) 车 在 [a, 56] 上 ,f(z) 宕 0， 且 | reodz= 0 ， 则 在 [a, 56] 上 f(x)=0; 

(3) 车 在 [a, 65] 上 ,f(x)<g(zx)， 有 | readr =| ga ， 则 在 [a, 6] 上 f(x) 二 g(x); 
(4) [Fade [eer] GE b—a= 1). 

5. 比较 下 列 定 积分 的 大 小 : 

(1) ar 与 | dr 

(2) | Vidz 与 | Vidr: 

(3) | edz 与 | edz; 

CD | nzdz 与 | cnz)*dz: 

(5) | edz 与 | Cet Dad 


(6) 上 sinzrdzr 与 | zdz. 
0 o 
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高 等 数学 (上 ) 


6. 估计 下 列 各 积分 的 值 : 


3 
GD | (1++zx )dr; 
. 


5 
1 
(2) 二 


可 
9 E (1+cos:z)dzrs 
本 


V3 
(4) Jaretanzdzs 
3 


(5) Le dz 


0 


3 I 人 
(6) 上 Fi 


5.2 微 积分 基本 公式 


5. 1 节 介 绍 了 定 积分 的 概念 及 性 质 ， 这 也 是 我 们 仅 有 的 求解 定 积分 的 方法 ， 下 面 介绍 定 
积分 与 不 定 积分 的 联系 ， 进 而 利用 不 定 积分 的 计算 方法 求解 定 积分 问题 


5.2.1 积分 上 限 函 数 及 其 导数 


回顾 定 积分 的 几何 意义 ,我 们 知道 ， 当 被 积 函 数 给 定 , 积分 区 间 一 旦 固定 时 ， 定 积分 的 
结果 就 是 常数 . 现在 将 其 中 一 个 端点 变量 化 ， 不 失 一 般 性 地 假设 端点 5 不 再 固定 ， 而 是 可 以 
沿 着 z 轴 方 向 移动 ， 可 以 看 出 ， 所 围 图 形 的 面积 随 4b 的 移动 不 断 变 化 ， 由 图 5. 2. 1 变 为 图 
5.2.2 ， 进 而 定 积分 的 结果 不 再 为 数值 ， 而 为 积分 右 端 点 的 函数 ， 即 得 到 积分 变 上 限 函 数 . 


图 5.2.1 图 5.2.2 


设 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 ,并 且 设 x 为 [a, 5] 上 的 一 点 ,我 们 把 函数 (x) 在 部 
分 区 间 [e，z] 上 的 定 积分 


[ceod 
称 为 积分 上 限 函 数 . 它 是 区 间 [a, 5] 上 的 函数 ， 记 为 
B(x) 一 [war 或 B(x) 一 [owar. 
定理 5.2.1 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 5b] 上 连续 ， 则 函数 
B(x) = [var 
在 [a, 5] 上 具有 导数 ， 并 且 它 的 导数 为 
B(x) 一 |Wa fe 


简要 证 明 车 xE(a, 0)， 取 Ar 使 zx 十 AzE (a, 6b). 
AD =B(r+Ar)— D(z) 


一 [oa [a 
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高 等 数学 (上 ) 


应 用 积分 中 值 定理 ， 有 


=|7reoa+| Od | fa 


THAr 
-| fi dz = fC€) Az. 


AT=f (EA: 
其 中 在 x 与 x 十 Az 之 间 ，Ax 一 0 时，&->z+， 于 是 


0 


@@(z)=limA2 一 lim FS 一 limF(e= f(z). 
Ar0AT Ar0 Bes 


车 z=a， 取 Ar 之 0， 则 同 理 可 证 8 和 (x) 二 f(a); 车 zx=b， 取 Ar 二 0， 则 同 理 可 证 @'_ (x) 
= 
定理 5.2.2 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 ， 则 函数 


G(z) = [codz 


就 是 f(x) 在 [a,，5] 上 的 一 个 原 函数 . 
定理 5. 2. 2 具有 重要 意义 ,一 方面 肯定 了 连续 函数 的 原 函 数 是 存在 的 ， 另 一 方面 初步 地 
揭示 了 积分 学 中 的 定 积分 与 原 函 数 之 间 的 联系 . 


注意 B(x) 一 | (zx)dz 作 为 一 个 琴 数 ， 它 的 自 变量 所 在 的 位 置 是 积分 的 上 限 处 ,对 于 复 
合 丽 数 形式 ,应 该 为 BC9(z) ) 一 | ”7Cz)dz ， 即 被 积 丽 数 不 变 ， 积 分 上 限 进行 复合 

例 5.2.1 求 是 (| Inidr). 

解 ame) me 

例 S.2.2 求 | edi 的 导数 . 

解 | ed = 一 六 ed 


$e) ey 


[ee dt 
例 5.2.3 求 lim 一 一 一 . 
ee 


解 “ 原 式 为 二 型 未 定式 ， 应 用 治 必 达 则 法 . 


[ae 


四 过 部 
原 机 要 一 | 


5.2.2 牛顿 一 莱 布 尼 英 公式 
定理 5. 2.3 ”如果 函数 F(z) 是 连续 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 的 一 个 原 函 数 ， 则 
[War = FO -Fo 
此 公式 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ， 也 称 为 微 积分 基本 公式 . 
这 是 因为 假设 F(x) 和 @(z) 一 [wa 都 是 f(x) 的 原 函 数 ， 所 以 存在 常数 C， 使 


F(z) 一 B(x) 二 C (C 为 某 一 常数 ). 
由 F(a) 一 B(a) 一 C 及 @B(a) 一 0, 得 C=Fla), F(x) 一 B(x) 二 F(a). 
由 F065) 一 @B(5) 一 F(a), 得 @(5) 一 F(5) 一 F(a)， 即 


[rear = F(b)— F(a). 
证 明 已 知 函 数 F(z) 是 连续 函数 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 又 根据 定理 5.2.2， 积分 上 限 函 数 
ec = {fd 


也 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 . 于 是 有 一 常数 C， 使 
F(x)—@(z)=C (a<zr<b), 
当 xz=a 时 ， 有 F(a) 一 B(a)==C, 而 Bla)= 二 0， 所 以 C=Fla); 当 xz=5 时 ,，F(b) 一 @(b) 
二 F(a)， 所 以 8(b) 二 F(5) 一 F(a)， 即 


[nar = PD.— Play. 
为 了 方便 起 见 ， 可 把 F(5) 一 F(a) 记 成 [F(x)]， 于 是 
[rowar = [F(zx)] = F(b) — F(a). 
定理 5. 2. 3 进一步 揭示 了 定 积分 与 被 积 函数 的 原 函数 或 不 定 积分 之 间 的 联系 . 
例 5.2.4 计算 | zdz. 
解 由 于 去 x 是 z 的 一 个 原 丽 数 ， 所 以 


1 1 3 
0 2 2 格 ` 


1 
| 2 


0 


例 $. 2. S 计算 | Ctanmz — cosz) dz. 
o 
解 ” 原 式 = 站 Zdz 一 | coszdr 
o 0 
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和 高 等 数学 (上 ) 


= [Gee — Dar—sinz 忆 

0 o 
1_T_V 
4 2 


例 5.2.6 计算 | 全 一 2re )dz. 


2 


-Eh 下 ee 
解 下 dz 一 | (2erdz= Inz| — i 


一 一 一 2e) 


ln2e 
4e 一 2e 
一 ln2 一 In2 二 1 
例 5.2.7 计算 正弦 曲线 > 一 sinz 在 [0，2x] 上 与 工 轴 所 围 成 的 各 部 分 平面 图 形 的 面积 ， 


并 计算 总 面积 与 | sinzdz. 


解 正弦 曲线 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 共 分 两 部 分 ,在 区 间 [0， x] 上 ， 图形 位 于 工 轴 上 方 . 
在 区 间 [x，2x] 上 ， 图 形 位 于 工 轴 下 方 ， 分 别 计算 两 部 分 的 定 积分 ， 


A [sinzdr Egil 


同 理 B= | sinzdz [— cosz J*” 1 十 人 起 和 
所 以 y=sinz 在 [0，2zx] 所 半 图 形 两 部 分 的 面积 均 为 2， 总 面积 为 4, | sinzdz = 0. 


[war 
a 在 
fd 


例 5.2.8 设 f(z) 在 [0, 十 cc) 内 连续 且 f (x) 二 0, 证 明 函 数 F(x) = 


Lo ， 十) 内 为 单调 增加 函数 . 


二 dr 
证 明 re ,Hf Ddt way s @ | rou wys 下 


zf DSW fn) | fat Fa Df Dd 


(| ra (| road) 


按 假设 , 当 0<:<z 时 ， f(t)>>0，(z 一 )f (1)>>0,， 所 以 


F’'(zx) 


[rou>o ee-orou>o 
从 而 ECz)>0(Cz>>0)， 这 就 证 明了 _F(z) 在 (0， 十 ce ) 内 为 单调 增加 函数 . 


[as 


1. 计算 下 列 各 导数 : 


(1) 2 [eos — Da 
dzJo 


| Ry 
(全 十 | san 


d [ dt 
(3) -一 
dx 3 下 直到 
4 省 和 
(4) | sin2t dt. 


2. 函数 y 二 yCz) 由 方程 | 。 “dr 二 | cosidt 一 0 确定， 求 y(0). 


3. 计算 下 列 各 极限 : 


(fa) 


0 


2 
te' dt 
0 


(1) lim 


0 


日 


| sine “ln(l+i)dt 
(2) lim 二 一 一 一 一 一 . 
-0 zstan( Viz—1) 


4. 计算 下 列 积分 ， 


(十 3z 十 4)dz; 


(8) | ameeao 
6 


习题 5.2 
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高 等 数学 (上 ) 


(9) [ |cosz| dz; 
(10) | wf" (22Jdx 
5. (1) 设 函 数 f(x) 在 区 间 [0，1] 上 连续 , 且 f(x) = 4z 一 52| /Cdr ， 求 f(1); 


(2) 设 函 数 /(Cz) 在 区 间 [0，10] 上 连续, 县 | fC)dt 一 5 二 x， 求 (10); 


( 引 设 f(x) = 2 fdart3 ， 且 f(x) 可 导 ，f(x) 关 0, 求 f(zx). 


J 
2 
o 


6. 设 fdz) = 一 一- sf feds , 求 | f(z)dz. 
E 


三 
7. 设 f(x) -| (1 一 1)dt ， 求 /(x) 的 极 值 . 


8. (1) 讨论 方程 十 1 一 全 一 0 在 区 间 (0， 1) 内 的 实 根 个 数 ; 


(2) 设 f(z) 在 [a, 5] 上 连续 , 且 f(x) 隆 0, 又 F(x) 一 [Pooa+ Fe 证 明 方 
程 F(x)==0 在 (a, 5) 内 有 和 且 仅 有 一 个 实 根 . 


LL costdt, 工 二 0. 


Zr 
9. 设 FCz) 一 到 讨论 F(z) 在 z=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 


，Z 一 0， 


2 eh 
I 


[ao 


5.3 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 


5. 2 节 通 过 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 将 定 积分 与 不 定 积分 紧密 地 联系 在 了 一 起 ， 对 于 不 定 积 


分 中 存在 的 计算 方法 ,在 定 积 分 中 同样 适用 ,但 因为 定 积分 运算 中 存在 积分 上 下 限 的 代 换 计 


算 ， 


也 使 得 函数 定 积分 的 运算 产生 了 更 多 的 性 质 和 变化 . 


5.3.1 换 元 积分 法 


[a, 


[a, 


定理 5.3.1 假设 函数 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 , 令 函 数 xz 二 pg(1), +ELa, ,q(t) 在 
BJ]( 或 [B,a]) 上 单调 并 具有 连续 导数 , 且 g(a) 一 a，q(B) 一 5b，， 则 有 

[wa = [pe war 
这 个 公式 叫做 定 积分 的 换 元 公式 . 
证 明 由 假设 知 ，f/(x) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 ,因而 是 可 积 的 ; / [y(t) jy' (1) 在 区 间 
Bj]( 或 [B,，aj]) 上 也 是 连续 的 ， 因 而 是 可 积 的 . 
假设 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 

[rear = F(b)— F(a). 


另 一 方面 ， 因 为 {FL[g(1)]) = 让 [pC)jy (1)=f[q(t)jJy'(t)， 所 以 F[g(t)j] 是 


FLP(GD)]9o (1) 的 一 个 原 函 数 ， 从 而 


te Wa fed) Tr wey = DD — Fad. 
因此 


b 8 
[rear = [eg Har 


例 5.3.1 计算 | 作 = 三 dz. 


解 令 工 =asint,dz 一 acostdt. 当 xz= 二 0 时 ,t = 二 0; 当 x= 二 a 时 ,t 


2 3 
b a 1 一 五 一 8 | IT 一 全 S0 = bcostdt; 
a a 
| 厅 一 务 蚁 = | acosrd 三 中 cosrd 一 2 (cos2t 十 1)dz 
0 a 0 0 从 0 
| 和 
|= | 了 sin21 


,+ 各 | 


bb 
;2 


= 各 [ 诗 | eos2rdc22 二 
2Jo 
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亚 0 = 
(of+3) 


和 高 等 数学 (上 ) 
” 志 4 


被 积 函数 为 椭圆 在 第 一 象限 部 分 的 面积 (如 图 5. 3. 1 所 示 )， 因 为 椭圆 的 面积 公式 为 xab， 


ab 
| /1— df = 
y 


个 


所 以 


“yy 


图 5.3.1 


例 5.3.2 计算 | -7 
pr 


解 令 V3T 十 T=t， 所 以 3zx 十 1 一 tr,， 即 xz $e Lys dle Sidi, 当 z=0 时 , t=1; 
= 本 5 本 
人 2 
1 > 去 ( 关 一 1)。 志 tdt 
| i | 3 3 
o Yaz Ti 1 


sc 2 [3 i 8 
gj 1)dt 9 3 a 


例 5.3.3 计算 i 


sinz 一 Sin xdz. 
解 原 式 一 下 WwWsinzr(1 — sin x)dr 
o 
二 aaz |cosz|dz = 二 sin¥ zcoszdz 十 上 sin¥ z(— coszx )dz 
o o 各 


= 下 sin 二 xzd(sinz) 一 | sint zdCsinz) 一 Ssinkz 
o 到 


x 
0 至 


如 果 未 能 区 别 不 同 区 间 上 cosz 的 符号 ， 则 会 有 错误 ， 例 如 ， 


saaadcsinz 2 sini zx | 2 XO—0D=0. 
o Ei Ei 


be2 


第 5 章 定 积 


下 面 以 例题 的 形式 ， 介 绍 一 些 具有 特殊 性 质 的 函数 在 定 积分 运算 中 所 得 到 的 重要 结论 ， 


这 些 结论 可 以 在 计算 其 他 问题 中 直接 使 用 . 


例 5.3.4 证 明 : 若 函 数 /(z) 在 对 称 区 间 [ 一 a, a] 上 连续 且 具 有 奇偶 性 , 则 偶 函 数 在 对 


称 区 间 内 的 定 积 分 满足 | 7Cz)dz 一 2| (x)dr ， 奇 丽 数 在 对 称 区 间 内 的 定 积分 必 为 零 ， 


证 明 因为 | f(Ddz 过 三 reodz+ rear 


[rw 人 =- -|7Tcou=|7codud=|rcadz， 
所 以 
『 Peds = [so zdrt | fn)de 
一 [Uo + f(x)Jdzr 
二 [2 FC = 2| yaadd. 
车 /(z) 为 奇 函 数 ， 则 (一 z) 十 (x) 二 0， 从 而 
[ear [rx a ld lls = 
例 5.3.5 若 f(z) 在 [0，1] 上 连续 , 证明: 


C1) 下 Csinzr)dz = 下 fl(cosr)dz. 
(2) | af Gine) dr = 到 | fsinedz. 
证 明 (1) 令 z= 邓 一 t， 则 
i x 
| Csinz)dz 一 一 [sn( 到 一 +) jat 


= 人 [sn 人 1) a [reosodr 


(2) 令 z=7 一 :， 则 


[a Gsine) dr = ce- DfLsinCx — 2) ld 


fe DfLsinCGr — Jdz fe D f(sint) dt 
一 zj tadd a 一 | Gsind a 


一 | sinzr)dz 一 [rcinmadr 
所 以 
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和 高 等 数学 (上 ) 


例 5.3.6 计算 | Zzcosrdr. 


[a Ginnar 汪 3[ Fs 
2 


解 注意 积分 区 间 对 称 ，z 为 奇 函 数 ，cosz 为 偶 函 数 ， 所 以 z+， cosz 为 奇 函数 ， 故 
[ Zcoszrdzr = 0. 
5.3.2 分 部 积分 法 


设 函 数 u(x)，v(z) 在 区 间 [a, 5] 上 具有 连续 导数 ww (x), v (zx), 由 (uv) 二 wv 十 uv 得 
uv 二 uv 一 uv, 将 其 两 端 在 区 间 [a,6J 上 积分 得 | uv'dz = 一 | ed ， 或 | udo 三 jin 


bh 
-| vdu. 


这 就 是 定 积 分 的 分 部 积分 公式 . 分 部 积分 过 程 如 下 : 
| | em [zw 也 var [wv] [WE 


例 5.3.7 求 | [ ds 


解 ” 原 式 = zlnz 


2 2 2 2 L 
-| xd(lnz) 一 zlnz| -| ss 一 dr 
1 1 1 1 玫 


2 2 
zlnz| z|， Zn2 — 1 


例 5.3.8 求 | Zcoszdz. 


可 


解 ” 原 式 = | zdcsine) Sin 工 | sinede (— cosz) ~» WW 


o 
例 5.3.9 设 1 一 六 sinadzo 为 正 整数 ) ,证 明 ， 
0 
大 ml 2 二 间 后 .3 二 
吹 2m 2m—2 2m—4 4 2 2° 


2 
2m 二 1 2m—l1 2m—3 5 3- 


证 明 三 一 | sinrzdr =— | sin™' zd(eosz) 


o 


Tm 


一 一 | cosasinmz 4 一 D| cos'zsin™ zdz 
o o 


i DGsin™z 一 
a 


= 一 D| sinr'zdz = 一 D| sinmzdz 
0 


[4 


= Bhs—m— DE 


由 此 得 
I 一 2 一 17 _。 
n n n—23 
I 2m—1 。 22 一 3 . 22 一 5...3 .1 a 
SR 2m 2m—2 2m—4 4 2 
I Sm m2 m4 4 2. I 
"tl 2m+t+l1 2m—l1 2m—3 5 3 I 
特别 地 ， 
|r ,hh | sinzdz 二 
因此 


ml m8 5 1 
于 2m 2 一 2 2 


I 2m ,2m—2 .2m-—4..4.2 
"tl 2m+l 2m—l 2m—3 5 3° 


习题 5.3 


1. 用 换 元 积分 法 求 下 列 定 积分 : 
ely | 


| 二 生计 VE 


三 可 )dz; 


(3) F Sin xcosrdz; 
o 


(4) fa — cos’0)d0; 


(5) [sint 0a0 


6 


3 
‘© | V9 一 在 dr; 
o 


SA 


高 等 数学 (上 ) 


XTX 十 3 

C9) | 
» 

G0 | (z 妇 十 47 十 5)2 


(16) | sintbd0; 


2 
下 
到 (arccosz)’ 
(17) [og reese dr 
-三 
3 5 2 
是 COST x; 
人 j 2 十 54 十 4 二 5 
¢19) 下 sinrcos2zdx; 
(20) 属 VCcost— cos’ rdzs 
= 放 
(21) | = 
1 we Wl 


(22) | VI cos20d0. 
, 


3 
(23) | max{zx,z’ }dz. 
0 


证 明 | 和 -上 Te 


[Se 


ww 


. 设 f(z) 在 [a, 5] 上 连续 ， 证 明 | /zydz = | /Cat6—a)dz. 


4. 证 明 | 盖 tl —2Wds = aa 一 )”"dz (其 中 mx.n 均 为 自然 数 ). 
5. 用 分 部 积分 法 求 下 列 定 积分 : 


(1) | geey 


(2) 上 zlnzdzs 


(3) | zcostzdrs 
0 


ow -ss 


于 coOs:z 


» fig 
C5) ye 


"1 
(6) | xarctanrdz; 


. 

(7) | esinzdzs 

(8) [eos nddz; 
1 


(9) [ |Inz |dz. 


1 


CE 


5.4 广义 积分 


之 前 介绍 的 定 积分 中 ,其 积分 区 间 是 有 限 的 La, 5b] 区间 ,被 积 函数 均 是 有 界 函 数 ， 然 而 
在 实际 问题 中 会 出 现 以 下 两 种 情况 : 积分 区 间 是 无 穷 区 间 ， 或 被 积 函 数 是 无 界 函 数 . 因此 ， 
需要 将 定 积分 的 概念 在 这 两 种 情况 下 加 以 推广 ， 形 成 广义 积分 ， 也 称 反常 积分 . 


S.4.1 无 穷 限 的 广义 积分 


定义 5.4.1 设 函 数 F(z) 在 区 间 [e， 十 cc) 上 连续 ， 取 0>>a， 如 果 极 限 


Jim | f 0dr 
存在 ， 则 称 此 极限 为 丽 数 7(z) 在 无 穷 区 间 [e， 十 =- ) 上 的 广义 积分 ， 记 作 | /Cz)dz， 即 
[ f Ddr= lim f(D dr (5.4..1» 


这 时 也 称 广义 积分 | f(z)dz 收 伊 . 
如 果 上 述 极限 不 存在 ， 丽 数 7(z) 在 无 穷 区 间 [a， 十 c=) 上 的 广义 积分 | /Cz)dz 就 没有 


意义 ， 此 时 称 广 义 积分 | ”7(z)dz 发 艇 . 
类 似 地 ， 设 函数 /(z) 在 区 间 ( 一 号 ,5] 上 连续 ， 如 果 极限 


lim | fC) drab) 
存在 ， 则 称 此 极限 为 西数 /(z) 在 无 穷 区 间 ( 一。 杂 上 的 广义 积分 。 记 作 f(x)dz， 即 
[ f (2) dr= lim [evar. (5.4. 2) 


这 时 也 称 广义 积分 | /Cz)dz 收 策 . 如 果 上 述 极限 不 存在 , 则 称 广义 积分 | /dz 


发 散 . 
设 函 数 F(z) 在 区 间 ( 一 c“， 十 cc ) 上 连续 ， 如 果 广 义 积分 


[ /CoDdr 和 上 | ge 
都 收敛 ， 则 称 上 述 两 个 广义 积分 的 和 为 f(x) 在 无 穷 区 间 (一 =， 十 cc) 上 的 广义 积分 ， 记 作 
人 edr, 即 


L148 


三 Ftd = | 闷 坟 二 站 三 js 


= lm | fdrt tim | fr) dz. (5. 4. 3) 
这 时 也 称 广义 积分 | f(z)dz 收 合 . 
如 果 上 式 右 端 有 一 个 广义 积分 发 散 ， 则 称 广义 积分 | /Cz)dz 发 散 . 上 述 广义 积分 称 为 


无 穷 限 的 广义 积 
广义 积分 的 计算 ， 如果 F(z) 是 f(x) 的 原 函 数 ， 则 


六 7repaz = ,im | fn)de= lim [FG)Y 


,im F(b) —F(a) lim F(x) Fla). 
可 采用 如 下 简 记 形式 : 


| reou [FO] = lim F(z)—F(a). 全 二 辜 


类 似 地 ， 
[ (rz)dz=[FCz) 北 .一 FC) 一 lim F(z), 


[ fede= [LF] = lim F(z)— lim F(x). 
例 5.4.1 计算 广义 积分 | er dr 


FE bp 
解 | ze dz 一 Jim | —e"d(—x’) 


J 
和 i + 向 记 
例 5.4.2 讨论 广义 积分 | 括 的 旬 散 性 . 


i "1 
解 | 人 2 i 


例 5.4.3 讨论 广义 积分 三 点 dz(a>0) 的 仇 散 性 . 


解 当 p 1 时 ,| 去 dz 上 Ldz [Llnzxj+ 十 oo。 


pitt or[rtp "+ 


a 时 ,| 2 [Ez™] i 
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因此 , 当 p>1 时 ， 此 广义 积分 收敛 ,其 值 为 


p 
1? 


[2 


p 


当 p<1 时 ,此 广义 积分 发 散 . 


5.4.2 无 界 函 数 的 广义 积分 


如 果 函 数 f(z) 在 点 a 的 任 一 邻 域内 都 无 界 ， 那 么 点 a 称 为 函数 1(z) 的 瑕 点 (无 穷 间 断 
点 ). 无 界 函 数 的 广义 积分 又 称 为 甫 积分 . 

定义 5.4.2 设 函 数 f(x) 在 区 间 (a, 5] 上 连续 ， 而 点 4 为 1(x) 的 瑕 点 . 取 :一 &， 如 果 
极限 


lim| reba 
存在 ， 则 称 此 极限 为 丽 数 /Cz) 在 Ca， 6] 上 的 广义 积分 仍然 记 作 /Czydz， 即 
下 f(x)dr= lim| f(x) dr. (545 
这 时 也 称 广义 积分 | /zx)dz 收 化 , 
如 果 上 述 极限 不 存在 ， 就 称 广义 积分 | 7(z)dz 发 艇 . 
类 似 地 ， 设 函数 F(z) 在 区 间 [a，0 上 连续 ,而 点 六 为 瑕 点 . 取 1 二 5p， 如果 极限 
lim| flz)dz 
存在 ， 则 称 此 极限 为 丽 数 /Cz) 在 [a，b) 上 的 广义 积分 ， 仍 然 记 作 | /Cz)dz， 即 
[rede=lim| Pd (5.4.6) 
这 时 也 称 广义 积分 | /Cz)dz 收 俩 . 如 果 上 述 极限 不 存在 ， 就 称 广义 积分 | /Cz)dz 发 散 ， 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [a，5] 上 除 点 <(a 过 ec 过 b) 外 连续 ,而 点 < 为 瑕 点 . 如果 两 个 广义 积分 
l f(z)dz 与 T fx)dz 
都 收 剑 ， 则 定义 
| reodz= | Wd [ra 
否则 ， 就 称 广义 积分 | 7Cz)dz 发 散 . 


广义 积分 的 计算 ， 如 果 F(x) 为 FCz) 的 原 函 数 ， 则 有 
下 Fide =lim | /dr=lim [FG 


F(b) —limF(1)=F(b) — lim F(x). 
ta 十 zat 


so 


可 采用 如 下 简 记 形式 : 
[fwdr=[F (=P) —lim F(z). 


类 似 地 ， 有 

三 reou= LRC) = lim Fo 一 Fo . 
当 a 为 瑕 点 时 ， 

| repdz=CFeo 了 = Fn) — lim F(z). 
当 5 为 瑕 点 时 ， 

| fdr=[F() Y= lim PCz) 一 PFCa)， 
当 c(e<c<0) 为 瑕 点 时 ， 加 


[ f(r)dr ' EE [rwar LlimF(x) Fla) ] 十 LFCO) 一 lim F(z)]. 
(5. 
例 S.4.4 讨论 广义 积分 | dz 的 收 全 性 . 


解 2 se 即 瑕 点 . 


af Hi — la —a [8 

0 2 一 工 ao 2 一 2 一 
En 
ae a a 


因此 ， 该 积分 发 散 . 
例 5.4.5 讨论 广义 积分 | 了 二 dz 的 收 全 性 . 


解 函数 占 在 区 间 [ 一 1，1] 上 除 z=0 外 连续 ,上 im 去 一 =-， 即 0 为 二 的 正点， 所 以 


由 于 


即 广义 积分 |， 去 dz 发 散 ， 所 以 广义 积分 | ， 坪 d 发 散 . 


例 5.4.6 讨论 广义 积分 | 去 坚 元 的 仇 散 性 . 


us | dz dz 上 
解 当 g 1 时 ,| 《一 2 fe [ln(z 一 2) 了 en 


和 


CE 
dr 


区 b 1 了 b i 
当 g>1 时 ,| ey ao | = 二 ec， 


I » ds 1 i 和 ii 
gh 时 ,| i br a) a Te0. 


因此 ， 当 g<1 时 ， 此 广义 积分 收 化 ,其 值 为 -Ca)”; 当 g>1 时 ， 此 广义 积分 发 散 ， 


例 5.4.7 计算 广义 积分 [ nil 


解 | jnazdz 一 lim | Inzdz== lim Czlnz|2 -|[z . 二 dz) 
理 
lim (一 alna 一 1 十 oO) 一 一 1 二 lim 加 1+ lim4=—1. 
5 一 ~ 
5.4.3 工 函 数 
下 面 介绍 一 类 特殊 的 函数 ， 其 形式 为 广义 积分 形式 . 
定义 : 含 参 变量 *(s*>0 ) 的 广义 积分 
ro 一 | ierrdz (5.4.8) 


称 为 工 函数 . 
DT 函数 是 一 个 重要 的 广义 积分 ， 它 是 一 个 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 ， 同 时 当 s 二 1 时 ， 它 又 
是 一 个 无 界 函 数 的 广义 积分 ， 它 是 收敛 的 (证 明 略 ). 下 面 我 们 着 重 介绍 它 的 几 个 重要 性 质 . 
(1) 递 推 公式 ; TT(s 十 1)==sT(s) (Cs 二 0). 
证 明 re+D= 下 edz 一 lim lim er 
应 用 分 部 积分 得 
上 e “dz 一 [一 e "z’] | 上 人 
因 lim lim [e zx’ 了 = 二 0， 所 以 
TGS 二 1) 一 ,1im lims| emidzr=s | ez 一 dz 一 (5)， 
显然 ，FC1) 一 | endz 一 1. 
反复 运用 递 推 公式 ， 便 有 
rT(2)=1XxT(1)=1, 
T'(3)=2XxT(2)=2!1,， 
T(4)=3XxT(3)=3!1, 


Ls2 


一 般 的 ， 对 任何 正 整数 2”， 有 

了 (2 十 1) 一 221!. 
所 以 ,我 们 可 以 把 函数 看 成 是 阶乘 的 推广 . 
(CT 


因为 PFC) 一 了 SG 二 二 ，FGD) 一 1， 所 以 当 0+ ，FC9D) 一 十 cc(T 丽 数 在 ;>0 时 连续 )， 


uy 


(3) PCDI De 


Os 
这 个 公式 称 为 余 元 公式 ,证明 从 略 . 当 := 广 时， 由 余 元 公式 可 得 
CD 在 TCDO= | ezmidz 中， 作 代 换 x 一 必 ， 有 
rc 下 ew! du. 
再 令 25 一 1=t, 或 * 一 二 2， 即 有 
上 euedu= 了 (与 人 (之 一 1). 
上 式 左 端 是 应 用 上 常见 的 积分 ， 它 的 值 可 以 通过 上 式 用 工 函数 计算 出 来 . 


对 row=2] edu, 令 和 


从 而 


三 ee du 次 


这 个 积分 是 在 概率 论 中 常用 的 积分 . 


习题 5. 4 


1. 计算 下 列 广义 积分 的 值 . 


让 粤 ， 
1 


1 
(2 | 村 
1 Vr 
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dz 
a 上 ett 


+ 
(4) | Te dr; 
0 


(5) 下 Eradzi 


ee dz 

‘©] Cj ly 
4 

"| e “sinzdzx; 
o 


+ dr 
| 二 芝 和 8 


| zdr 
"VE 一 到 


2. 求 刺 积 分 | 汪 5dz 的 正点 ， 


3， 当 上 为何 值 时 ， 广义 积分 | = 7 收 全 ? 当 和 为 何 值 时 ， 广义 积分 | _ 奖 


2 《7 


散 


3 


当 为何 值 时 ， 广 义 积分 | ”= ce 
send mat 
CL 下 er” dz 之 0)3 


cay | ee detn0). 
5. 证 明 下 列 各 式 ( 其 中 zEN+ ): 


(1) r() 1。3。5。 四 (2n 一 LV ， 
(2) 1.3。5。… 。 G2n—1)—a ss 


(3) 2 4e 0 (n=2 Tn 1), 


Ls 


5.5 定 积 分 的 应 用 


定 积分 来 源 于 解决 实际 问题 ， 通 过 对 定 积分 的 学 习 ， 研 究 了 定 积 分 的 几何 意义 与 物理 意 
义 ， 定 积分 的 数学 结构 由 “和 式 的 极限 ”归结 而 来 ， 在 掌握 了 定 积分 运算 的 方法 之 后 ， 现 在 
将 定 积分 的 运算 思想 、 计 算 方法 应 用 于 实际 问题 


5.5.1 定 积 分 的 元 素 法 


回忆 曲 边 梯 形 面积 的 计算 过 程 ， 体 会 定 积 分 的 定义 ， 即 可 总 结 得 出 应 用 定 积分 解决 实际 
问题 的 基本 思想 . 
设 y= 二 f(z) 宇 0(xE [a, 05]) 为 连续 函数 ,那么 通过 定 积分 的 几何 意义 可 知 : 
A= [ edils 
是 以 [a, 5] 为 底 的 曲 边 梯形 的 面积 . 计算 过 程 归纳 如 下 : 
将 区 间 [e， 人 分 割 为 若干 小 区 间 ， 曲 边 梯 形 划 分 为 若干 小 的 曲 边 梯 形 ， 用 一 个 等 宽 的 小 
矩形 代替 小 曲 边 梯形 ,以 Ax; 为 底 、f(& ) 为 高 的 窗 矩 形 的 面积 为 
AAi=f (€)Az:i. 
A 的 近似 值 为 
A re 入 
取 极 限 
A= lim Ss = [evar 
在 上 述 过 程 中 关键 在 于 : 
(1) 微分 dA(z) 二 f(z)dz 表示 点 xz 处 以 dz 为 宽 的 小 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 AAT f(x) 
dz，f(z)dz 称 为 曲 边 梯形 的 面积 元 素 . 
(2) 以 [ae， 5] 为 底 的 曲 边 梯形 的 面积 A 就 是 以 面积 元 素 f(x)dz 为 被 积 表达 式 ， 以 
[La， 6] 为 积分 区 间 的 定 积分 A= f(z)dz. 
一 般 情 况 下 ， 为 求 某 一 量 U， 先 将 此 量 分 布 在 某 一 区 间 [a, 5] 上 ,分布 在 La，x] 上 的 量 
用 函数 U(x) 表 示 ， 再 求 这 一 量 的 元 素 dU(x), 设 dU(z) 一 w(x)dzr 然后 以 u(xz)dz 为 被 积 表 
达 式 ,以 [a,， 65] 为 积分 区 间 求 定 积分 即 得 


四 
U 一 [| u(x)dz. 


用 这 一 方法 求 一 量 的 值 的 方法 称 为 微 元 法 (或 元 素 法 ). 
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5.5.2 平面 图 形 的 面积 


1. 直角 坐标 系 下 平面 图 形 的 面积 
设 平 面 图 形 由 上 、 下 两 条 曲线 y 二 f(z) 与 y 二 f(x) 及 左 、 右 两 条 直线 x 二 a 与 x 一 b 所 
围 成 (如 图 5. 5.1 所 示 )， 则 面积 元 素 为 [fr (7x) 一 f(x)]drx， 于 是 平面 图 形 的 面积 为 
= 人 Lae,— A ta 人 
类 似 地 ， 设 平面 图 形 由 左 、 右 两 条 曲线 + 二 gx (y) 与 + 二 pw (y) 及 上 、 下 两 条 直线 > 一 d 
与 y=c 所 围 成 (如 图 5. 5. 2 所 示 )， 则 其 面积 为 


d 
$= | L9s (3) — px (3y)Jdy. C5 5 
个 让 
区 y=/+ (x) 站 ta 
X= Pr(y) 
* X= pa(y) 
和 要 X+dr b ytdy 
Lo x 
0 3 
y=/F (xX) 
攻 
图 5.5.1 图 5.5.2 


例 5.5.1 计算 由 抛物 线 y=x? 与 直线 y=xz 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 ” 由 抛物 线 与 直线 所 围 成 图 形 如 图 5. 5. 3 所 示 . 


图 5.5.3 


先 求 出 这 两 条 线 的 交点 ,为 此 解 方程 组 : 
y 一 好 ， 
en 
得 两 个 解 : z 一 0，y 一 0 及 zx 一 1，y 一 1， 即 交点 坐标 为 (0， 0) 和 (1，1). 


[se 


第 5 章 定 积分 


取 横 轴 坐 标 zx 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，1]. 相应 于 L0，1] 上 的 任 一 小 区 间 所 对 
应 的 窗 条 的 面积 近似 于 高 为 x 一 z 和 底 为 dz 的 矩形 的 面积 ， 从 而 得 到 其 面积 元 素 为 44 一 
(Xx—x )dz. 

以 (zx 一 zx )dz 为 被 积 表达 式 ， 在 [0，1] 内 作 窄 积分 ， 使 得 所 求 面积 为 


A 下 tw—w de [3 $a] 3 3 t 
例 5.5.2 计算 由 抛物 线 y=x? 与 直线 y= 二 x 一 2 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


解 ” 由 抛物 线 与 直线 所 围 成 图 形 如 图 5. 5. 4 所 示 . 


了 个 


x=y B(4, 2) 


X=y+2 


时 


图 5.5.4 


先 求 出 这 两 条 线 的 交点 ， 为 此 解 方程 组 : 
fy =z, 
ly=z—2, 
得 两 个 解 : x 二 1，y 二 一 1 及 z= 二 4，y 二 2， 即 交点 坐标 为 (1， 一 1) 和 (4，2). 
(解法 一 ) ” 取 纵 轴 坐 标 y 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [一 1，2]. 相应 于 [一 1，2] 上 的 
任 一 小 区 间 所 对 应 的 窗 条 的 面积 近似 于 高 为 dy 和 底 为 y 十 2 一 y 的 矩形 的 面积 ， 从 而 得 到 其 
面积 元 素 为 


dA= (y++2—y )dy. 
以 (> 十 2 一 y )dy 为 被 积 表达 式 ， 在 [0，1] 内 作 窗 积分 ， 使 得 所 求 面积 为 
A | (y+2—y)dy [去 > 二 2y |] 了 
(解法 二 ) 如 果 选 取 横 坐标 x 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [0，4]. 过 A 点 作 垂直 于 x 
轴 的 直线 (如 图 5. 5.5 所 示 )， 根据 定 积分 的 积分 区 间 可 加 性 ,将 [0，4] 划 分 为 [0，1] 和 
[1，4] 两 个 区 间 ， 对 应 地 将 原 图 形 分 为 左 、 右 两 个 图 形 ， 分别 求 其 面积 . 
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图 5.5.5 


左边 图 形 的 面积 元 素 应 为 (Vz 一 (一 Vi) )dz. 


Ax 上 CE (一 AT))dz= | 2Vidz=2 + $a 一 二 
右边 图 形 的 面积 元 素 应 为 (Vz 一 x 十 2 )dz. 
As=|[ (VE 一 z 十 2)dz [3 ya 2z] 中 
所 以 
A=Az 二 As 一 寺 十 由 一 全， 
2. 极 坐 标 情形 
由 顶点 在 圆心 的 角 的 两 边 和 这 两 边 所 截 一 段 圆 弧 围 成 的 图 形 叫 扇形 ,扇形 面 积 公式 为 
A= 二 R*0. 


由 曲线 p= 二 pg(9) 及 射线 9 二 a， 0 二 B 围 成 的 图 形 称 为 曲 边 扇形 . 因 不 能 保证 po 二 pg(90) 为 圆 
弧 ， 所 以 不 能 直接 适用 扇形 面积 公式 . 

应 用 微 元 法 .由 极点 引出 射线 将 曲 边 扇 形 进行 分 割 ， 形 成 若干 小 的 曲 边 扇形 ， 当 切 制 
足够 小 时 ， 将 每 个 小 曲 边 扇形 近似 看 作 扇 形 ， 应 用 扇形 面积 公式 求 出 近似 值 ， 之 后 累加 ， 
求 极 限 . 

通过 上 面 的 叙述 ， 可 以 写 出 曲 边 扇形 的 面积 元 素 为 

dS= 方 [9(0)J*db. 
曲 边 扇形 的 面积 为 
5= | 到 Cg(O 了 48 (5. 5. 3) 


例 5.5.3 求 三 叶 玫 瑰 线 r 二 asin39 所 围 图 形 的 面积 . 
解 图 5.5.6 给 出 三 叶 玫 瑰 线 的 一 叶 ， 三 叶 玫 瑰 线 所 围 图 形 的 面积 为 所 示 图 形 的 3 倍 ， 
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Ty 


图 5.5.6 


所 以 
思 到 Cesin30)2d40-3| a? sin:30d0—=0: 下 sin230d(30)。 


0 


面积 =3 | 


TT 


令 39=t， 则 当 0=0 时 , t=0; 当 0 计时 ,1 浊 


1 xa’ 


所 以 ， 原 式 ==a? 下 sin’tdt=a’ 。 也 二 4 
例 5.5.4 计算 双 纽 线 记 二 a?cos20 所 围 图 形 的 面积 . 
解 图 5.5.7 给 出 双 纽 线 ， 双 纽 线 所 围 图 形 的 面积 为 右边 图 形 的 2 倍 ， 所 以 


a 


图 5.5.7 
面积 =2 | Fe cos20d0= 2a? cos20d0=a? 『 cos20d(20)=a? 。sin20| = 
和 0 0 0 


5.5.3 和 体积 


虽然 定 积分 的 几何 意义 为 曲 边 梯形 的 面积 ,但 是 应 用 定 积分 也 可 求 出 一 些 特殊 空间 立体 
的 体积 ,其 中 空间 立体 的 特殊 性 体现 在 能 否 写 出 其 体积 微 元 

1. 旋转 体 的 体积 

旋转 体 就 是 由 一 个 平面 图 形 绕 这 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 这 直线 叫做 旋转 
轴 . 常见 的 旋转 体 为 圆柱 、 圆 锥 、 圆 台 、 球 体 

旋转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 y 二 f(x)， 直线 za. xz= 及 x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 
绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 ， 如 图 5. 5. 8 所 示 . 
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高 等 数学 (上 ) 


图 5. 5.8 


设 过 区 间 [a, 8] 内 点 xz 且 垂 直 于 z 轴 的 平面 左 侧 的 旋转 体 的 体积 为 VCz)， 当 平面 左 、 
右 平 移 dz 后 ， 体 积 的 增 量 近 似 为 AV= 二 x[f(x)] dx， 于 是 体积 元 素 为 
dV 一 r[F(z)]?:dz.。 
旋转 体 的 体积 为 


WE | Rs 汽 肖 沽 


例 5.5.5 连接 坐标 原点 O 及 点 Pl(a, 5b) 的 直线 、 直 线 x 二 a 及 x 轴 围 成 一 个 直角 三 角 
形 .将 它 绕 工 轴 旋 转 构 成 一 个 底 半径 为 0、 高 为 wa 的 圆锥 体 ， 如 图 5. 5. 9 所 示 . 计算 这 圆锥 体 
的 体积 . 


p= (ub) 


加 


图 5.5.9 


解 ” 直角 三 角形 斜 边 的 直线 方程 为 y 一 x. 
所 求 圆锥 体 的 体积 为 
[te] eT Lon. 
例 5.5.6 人 至 ) 和 工 轴 所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 
旋转 体 ( 如 图 5. 5. 10 所 示 ) 的 体积 . 


eo 


图 5.5.10 


解 ” 取 x 为 积分 变量 ， xzE| 0， 51 
站 os «| 1 二 sos2zdr ea | cos2z) 
例 5.5.7 计算 由 摆 线 z=a(t 一 sin 1)，y 二 a(1 一 cos 7) 的 一 拱 和 直线 y=0 所 围 成 的 图 形 
(如 图 5. 5. 11 所 示 ) 分 别 绕 zx 轴 、y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 


了 
X=x2(y) 
2a |-------------------— T 
x=m(y) | 
> 
0 | na 2xa x 
图 5.5.11 


解 ” 所 给 图 形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 为 
于 [ryder «| ea cost)2。a(] 一 cost)dt 


2r 
一 | (1— 3cost+ 3cos’t — cos’t)dt 
0 


= 
所 给 图 形 绕 > 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 是 两 个 旋转 体 体积 的 差 . 设 曲线 左 半边 为 x 一 
Zi(y)、 右 半边 为 zx 一 zz(Cy)， 则 
V,= [and 一 | oody 


四 
一 | a (1 — sint)? » asintdi — | a (1 — sint)? » asintdt 
2x 0 


2 
一 一 | (1 — sint)’sintdt 一 6rsaz . 
o 
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2. 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 
设立 体 在 工 轴 的 投影 区 间 为 Le， 5]， 过 点 工 且 垂直 于 x 轴 的 平面 与 立体 相 截 ， 截面 面积 
已 知 ， 记 为 A(x)， 则 体积 元 素 为 ACz)dz ,立体 的 体积 为 
[a badz 村 和 三 
例 5.5.8 一 个 平面 经 过 半径 为 尺 的 圆柱 体 的 底 圆 中 心 ， 并 与 底面 交 成 角 a. 计算 这 个 平 
面 截 圆柱 所 得 立体 的 体积 . 
解 ” 取 这 个 平面 与 圆柱 体 的 底面 的 交 线 为 x 轴 ， 底面 上 过 圆 中 心 且 垂直 于 x 轴 的 直线 为 
y 轴 . 那么 底 圆 的 方程 为 x 十 y= 二 R*. 立体 中 过 点 x 且 垂直 于 x 轴 的 截面 是 一 个 直角 三 角形 . 
两 个 直角 边 分 别 为 VR 一 x 及 MR’ 一 x tana. 因而 截面 面积 为 
A(z)= 填 (R* ztane. 


于 是 所 求 的 立体 体积 为 
下 一 I 于 CR — xz’)tanadz 3 tana| Re 了 1 SR tane. 
例 5.5.9 求 以 半径 为 R 的 圆 为 底 且 垂直 于 底 圆 直径 的 所 有 截面 都 是 等 边 三 角形 的 立 
体 体 积 . 


解 ” 取 底 圆 所 在 的 平面 为 xOy 平面 ,圆心 为 原点 ， 底 圆 的 方程 为 x 十 y* 一 R*， 过 工 轴 上 
的 点 x (一 Rx 二 R) 作 垂直 于 zx 轴 的 平面 ， 所 对 应 的 等 边 三 角形 的 截面 边 长 为 2 VR 一 x， 
高 为 V3CR" 一 xz*). 这 截面 的 面积 为 

A(z)=1 x2 VR ZX VR rR — x), 


2 
于 是 所 求 立 体 的 体积 为 


R a 
Vv | VSCR — 2 ) dz — LR:. 
本 和 


5.5.4 平面 曲线 的 弧 长 

设 A，B 是 曲线 弧 上 的 两 个 端点 . 在 弧 AB 上任 取 分 点 

A=M,, Mi, Ms, *, M1, M;, *%, M,1, M,=B, 

并 依次 连接 相 邻 的 分 点 得 一 内 接 折线 . 当 分 点 的 数目 无 限 增加 且 每 个 小 段 M;_, Mi 都 缩 向 一 
点 时 ， 如 果 此 折线 的 长 > | MM | 的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 为 曲线 弧 AB 的 弧 长 ， 并 称 此 
曲线 弧 AB 是 可 求 长 的 . 

定理 5.5.1 光滑 曲线 弧 是 可 求 长 的 . 

1. 直角 坐标 情形 

设 曲线 弧 由 直角 坐标 方程 


ez 


y=f(x) (aa 委 z 委 0) 
给 出 ， 其 中 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 具有 一 阶 连续 导数 . 现在 来 计算 这 曲线 弧 的 长 度 . 
取 横 坐标 x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a, 5]. 曲线 y= f(z) 上 相应 于 [a,5] 上 任 一 
小 区 间 [x，xz 十 dx] 的 一 段 弧 的 长 度 ， 可 以 用 该 曲线 在 点 (x，f(x) ) 处 的 切线 上 相应 的 一 小 段 
的 长 度 来 近似 代替 , 而 切线 上 这 相应 的 小 段 的 长 度 为 
(dx) +(dy) := Vit(y) dz, 


从 而 得 弧 长 元 素 ( 即 弧 微 分 ) 
ds= Vi+(y ) dz. 
以 VIi 十 (y) dz 为 被 积 表 达 式 ,在 闭 区 间 [a,， 5] 上 作 定 积分 便 得 所 求 的 弧 长 为 
:=| VIT ydz. (5.5.6) 


例 5.5.10 计算 曲线 y 一 二 zx 上 相应 于 工 从 4 到 的 一 段 弧 的 长 度 . 


解 二 z+， 从 而 弧 长 元 素 
ds= V1+(y) dr= V1I 十 zdz. 
因此 ， 所 求 弧 长 为 
s | va [3a+rot] 2[G 十 0 (1 十 o)]. 


例 5. 5. 11 计算 悬 链 线 y=cch -于 5 与 x 二 b 之 间 一 段 弧 的 长 度 . 


解 ”y 二 sh 从 而 弧 长 元 素 为 
ds=, /1++sh’ 去 dz 一 ch Edz. 
因此 ， 所 求 弧 长 为 


b b 
5 | ch Edzr 中 ch dz 2c| sh dz] 2csh 
—b C 0 C 上 


也 
o 


2. 参数 方程 情形 

设 曲线 弧 由 参数 方程 < 一 p()，> 一 4(D) (a<x<6) 给 出 ,其 中 (4) ,CD 在 [a, 站 上 具 
有 连续 导数 . 

因为 穆 一 上 中 qz 一 yg (ydt ， 所 以 弧 长 元 来 为 


(2)" 
人 | 
ds A RAAT CW Od 


所 求 弧 长 为 
s= | VOD FR Yde. sR 
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例 5.5. 12 ”计算 摆 线 zx 一 (6 一 sin0) ，y 一 a(1 一 cos0) 的 一 拱 (0 过 9 过 2x) 的 长 度 . 
解 ” 弧 长 元 素 为 


ds= Va (1—cos0)’ +a sin 0d0=a V2(1 一 cos0) d0 一 2asin 0 


所 求 弧 长 为 

SS | 2asin dg 一 za[ 2cos 2 一 8a. 
3. 极 坐 标 情形 
设 曲线 弧 由 极 坐标 方程 


p=p(0) (a<0<b) 
给 出 ， 其 中 (90) 在 [La，B] 上 具有 连续 导数 . 由 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 可 得 
XT=p(0)cos0, y=p(0)sin0, (a<0<p). 


于 是 得 弧 长 元 素 为 
ds= V(r (OD) Hy 0 d= VPCO) Ho CO ) do. 

从 而 所 求 弧 长 为 

:一 | VOD Fo Od0. 全 汪 坊 
例 5.5.13 求 阿 基 米 德 螺 线 p=a0 (a 二 0) 相 应 于 0 从 0 到 2x 一 段 的 弧 长 ,如 图 5. 5. 12 所 示 . 
解 ” 弧 长 元 素 为 

ds 一 Va +a dO=a Vi+Fd0. 
于 是 所 求 弧 长 为 


2 
| a VITgdb 一 号 [2r VI + In(2n + VITRO]， 


=a0 


S. 5. 12 


习题 $.S 


1. 用 定 积分 计算 由 直线 > 一 z， 直 线 x 一 4 及 工 轴 所 围 成 图 形 的 面积 . 


. 计算 由 抛物 线 > 一己 及 直线 > 一 2z 一 0 所 围 成 图 形 的 面积 . 
. 求 曲线 > 一 一 她 十 3z2 一 27z 与 工 轴 所 围 成 图 形 的 面积 . 


. 求 由 曲线 y 一 z 十 工 与 直线 x 一 2 及 y 一 2 所 围 成 图 形 的 面积 . 
. 求 明 线 3 一。 ，y 一 sinz 与 直线 x 一 0 和 + 一 1 所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 所 成 立体 的 体积 . 


并 一 Qcosip， 


本 9 
星 形 线 | ， ，。 《0g<2x，a>>0) 的 全 长 . 
y=asin 9 


. 求 圆 好 十 (> 一 0 一心 (0<a<0) 绕 二 轴 旋 转 一 周 得 到 的 立体 体积 . 
. 计算 悬 链 线 y= 十 (e 十 e-) 在 [0， 自 上 的 一 段 弧 长 . 


. 计算 悬 链 线 = 去 (e+e- 在 [0， 如 上 的 曲 边 梯形 绕 工 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 
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何 意 


5.6 总 习题 


1. 填空 题 

(1) 函数 f(z) 在 La, 65] 上 有 界 是 f(x) 在 [a,， 5b] 上 可 积 的 条 件 . 

(2) 函数 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 是 f(x) 在 [a,， 65] 上 可 积 的 条 件 . 

(3) 车 函数 f(z) 在 [a, 65] 上 有 定义 且 | f(z) | 在 [a, 56] 上 可 积 ， 则 | reopdz 存在 . 


(CD 设 丽 数 /Cz) 与 &Cz) 在 [ea， 扫 上 连续 ， 目 /Cz 之 gCz), 则 | [fCz) 一 g(x)Jdz 的 几 
义 为 。 

(5) 设 函 数 f(x) 在 [a, 6] 上 连续 ， 且 f(x) 之 0， Waf nde 的 几何 意义 为 
2. 求 下 列 极限 ， 


mm 二 /1— 


i Ns ed Ka 


(2) lim (g>0); 


C3) im | fd: 
Tw — Ws 


| arctantdt 
(4) lim 
一 c 1 


1 EE Ly 
3. 日 t+ 本 站 
设 x>0, 证 明 [ 1 [ dr 一生 


4. 设 f(z) 与 g(x) 在 [a,， 4b] 上 都 连续 , 证明: 
(1) [reoscoaz] 过 | reou [asdz( 柯 本 一 施 瓦 芯 不 等 式 ); 


1 


' 


(2) 全 [fC + gr) dr) <[|. fde] + 十 [『 scodz] (内 可 夫 斯 基 不 等 式 )， 


(3) 若 f(z)>>0， 则 | far | > (6b—a)’. 
5. 计算 下 列 积分 ， 
(1) Fr 1+sinzy 


= oo 


(2) fe 
5 


G3) | VTSm2ada 
3 


(4) [2 |sinz| dz 
“到 


| 
6 
I 0 
(6) | f(z—2)dz, 其 中 f(x)= 
二， S00 


6.〈 积 分 第 一 中 值 定理 ) 设 /(x) 在 闭 区 间 [a, 5b] 上 连续 ，g (x) 在 闭 区 间 [a,， 5b] 上 连续 不 
变 号 .证 明 至 少 存在 一 点 6E [a,，65]， 使 等 式 


b b 
|7reogcodz 一 /Hf gcdr 
成 立 ， 
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第 6 章 微分 方程 初步 


通过 前 面 的 学 习 ， 研 究 了 函数 及 函数 的 微分 运算 与 积分 运算 . 函数 作为 高 等 数学 的 研究 
对 象 ， 是 客观 事物 的 内 部 联系 在 数量 方面 的 反映 . 利用 函数 关系 可 以 定量 描述 客观 事物 的 发 
展 规律 . 在 解决 实际 问题 时 ， 寻 求 变量 之 间 的 函数 关系 具有 重要 意义 ,但 一 般 不 能 直接 发 现 
变量 间 的 函数 关系 ， 称 其 为 未 知 函数 . 当 我 们 描述 实际 对 象 的 某 些 特征 时 不 能 直接 构建 出 函 
数 关 系 ， 但 通过 分 析 这 一 特征 随时 间 ( 或 空间 ) 而 演变 的 过 程 ， 可 以 列 出 含有 未 知 函 数 及 其 导 
数 ( 变 化 率 ) 的 关系 式 ， 这 样 的 关系 就 是 所 谓 的 微分 方程 . 利用 微分 与 积分 运算 的 互 逆 关 系 ， 
对 已 建立 的 微分 方程 进行 研究 ， 求解 未 知 函数 ， 就 是 解 微分 方程 ， 进 一 步 可 以 分 析 未 知 函 数 
的 变化 规律 ， 预 测 它 的 未 来 性 态 ， 研 究 它 的 控制 手段 . 


6.1 微分 方程 的 基本 概念 


1676 年 ， 莱 布 尼 茨 在 给 牛顿 的 信 中 第 一 次 提出 “微分 方程 ”这 个 数学 名 词 ，1693 年 ， 惠 
更 斯 在 (教师 学 报 ) 中 明确 提出 了 微分 方程 .从 17 世纪 后 期 开始 ,由 于 自然 科学 的 需要 和 数学 
自身 的 发 展 , 产生 了 广泛 的 微分 方程 问题 . 下面 通过 几何 、 物 理学 中 的 两 个 具体 问题 来 说 明 
微分 方程 的 基本 概念 . 

例 6.1.1 一 条 曲线 通过 点 (2，2)， 且 在 该 曲线 上 任 一 点 M(x，y) 处 的 切线 的 斜率 为 
47， 求 这 曲线 的 方程 . 

解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 y 二 y(x)， 根据 导数 的 几何 意义 ,可 知 未知 函 数 y 一 >(z) 应 满 
足 关 系 式 


dy_ 
de 下 
该 式 为 微分 方程 . 此 外 ， 未知 函 数 > 一 >y(Cz) 还 应 满足 下 列 条 件 : 
z 一 2 时 ，y 一 2， 简 记 为 y|--: 一 2. (1D 
将 式 (6. 1.1) 两 端 积分 ， 得 
y= [dzdz, 即 > 一 2z2 十 C. C6; 3 


将 其 称 为 微分 方程 的 通 解 ， 其 中 C 是 任意 常数 . 
把 条 件 “z 一 2 时 ，y 一 2” 代 和 人 (6. 1.3) 式 ， 得 


高 等 数学 (上 ) 
2 一 8 十 C. 


由 此 定 出 C 一 一 6， 把 C 一 一 6 代入 式 (6.1. 3)， 得 所 求 曲 线 方程 
3 一 2 二 一 6. 
将 其 称 为 微分 方程 满足 条 件 >| ,=-: 一 2 的 解 . 
例 6.1.2 一 物体 沿 直线 路 径 以 10m/s 的 速度 运行 ; 当 制 动 时 物体 获得 加 速度 一 2m/s. 
问 开 始 制 动 后 多 少时 间 该 物体 才能 停 住 ， 以 及 其 制 动 距离 ? 
解 设 物体 在 开始 制 动 后 ts 时 行驶 了 sm. 根据 题 意 ,反映 制 动 阶段 物体 运动 规律 的 函数 
;二 s() 应 满足 关系 式 


ds 
5 一色 (6.1.4) 
此 外 ,未知 函数 *=s(D 还 应 满足 下 列 条 件 ， 
= 人 0 时 3 二 0%5 一 至 =10， 简 记 为 *|,-, 王 0，s |,-。 一 一 10. WB 1 
将 式 (6. 1.4) 两 端 积 分 一 次 ， 得 
ds 、 
v= =—2t+C. (6.1.6) 
再 积分 一 次 ， 得 
5 一 一 立 十 Ci 十 Cz. 0 
这 里 C, ，C; 都 是 任意 常数 . 
将 条 件 v|,-,=10 代入 式 (6. 1. 6) 得 
Gi=10; 
将 条 件 s|,-。==0 代入 式 (6. 1.7) 得 
仿 三 想 
将 C1，C;: 的 值 代 入 式 (6.1.6) 及 式 (6. 1.7) 得 
v 二 一 2 十 10， (6. 1.8) 
s= 一 十 10z. (6.1.9) 
在 式 (6.1.8) 中 令 v 一 0， 得 到 物体 从 开始 制 动 到 完全 停 住 所 需 的 时 间 
二 旦 59， 


再 把 :一 5 代入 式 (6.1.9)， 得 到 物体 在 制 动 阶段 行驶 的 路 程 
s 一 一 25 十 50 王 25(my). 
上 述 两 个 例子 中 的 关系 式 (6. 1. 1) 和 (6. 1. 4) 都 具有 共同 的 抽象 结构 ， 即 都 含有 未 知 函 数 
的 导数 ， 它 们 都 是 微分 方程 ， 差 别 在 于 未 知 函数 的 导数 阶 数 不 同 . 一 般 的 ， 凡 表示 未 知 函 数 、 
未 知 函数 的 各 阶 导 数 与 自 变量 之 间 的 关系 的 方程 ， 叫 做 微分 方程 .微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 
函数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 ， 叫 微分 方程 的 阶 . 
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根据 未 知 函 数 所 含 变量 的 个 数 , 可 将 微分 方程 分 为 两 类 : 常 微分 方程 及 偏 微分 方程 .未知 
函数 是 一 元 函数 的 微分 方程 ， 叫 常 微分 方程 . 未 知 函 数 是 多 元 函数 的 微分 方程 ， 叫 偏 微 分 方 
程 . 在 上 册 的 学 习 中 以 一 元 函数 为 主 ， 所 以 仅 介绍 常 微分 方程 的 基本 概念 ， 为 表述 方便 将 常 
微分 方程 简称 为 微分 方程 

例如 : 

Ty 十 zy 一 4xy 二 3x* 是 3 阶 微分 方程 ; 

y 一 4y” 十 10y 一 12y' 十 5y 二 sin2x 是 4 阶 微分 方程 

3 十 1 一 0 是 nn 阶 微分 方程 . 

一 般 的 ,nn 阶 微分 方程 形 如 

fxs yr ys y=0 (6.1.10) 


或 
Vp sh Ws Wis HT C6; 1. 11 
满足 微分 方程 的 函数 (把 函数 代入 微分 方程 能 使 该 方程 成 为 恒等式 ) 叫 做 该 微分 方程 的 
解 . 确切 地 说 ， 设 函数 y= 二 f(x) 在 区 间 I 上 有 nn 阶 连续 导数 ， 如 果 在 区 间 上 ， 
Rls Plads F Uz) ww, FY=0, 
那么 函数 y= 二 了 (xz) 就 叫做 微分 方程 FCz，y，y ，…，y”) 二 0 在 区 间 I 上 的 解 
如 果 微分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 ， 且 任意 常数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 相同 ,这样 的 
解 叫 做 微分 方程 的 通 解 . 通 解 的 意义 是 指 它 包 含 微 分 方程 所 有 的 解 
由 于 通 解 中 含有 任意 常数 项 ， 所 以 不 能 唯一 确定 函数 关系 ， 用 于 确定 通 解 中 任意 常数 项 
取 值 的 条 件 ， 称 为 初始 条 件 ， 例 如 式 (6. 1. 5). 因 通 解 中 所 含 任意 常数 项 的 个 数 与 微分 方程 的 
阶 数 相同 ， 所 以 几 阶 方程 就 需要 几 个 初始 条 件 ， 如 二 阶 微分 方程 需要 如 下 条 件 : 
Z 一 Zo 时 ，y 一 ym，y 一 ， 
一 般 写成 
9|5 = yo，y | :ma 一 六. th. 1.10% 
通过 初始 条 件 确定 了 通 解 中 的 任意 常数 以 后 ， 就 确定 了 唯一 的 函数 关系 ， 即 得 到 微分 方 
程 的 特 解 ， 即 不 含 任意 常数 的 解 . 进一步 ， 将 求 微 分 方程 满足 初始 条 件 的 解 的 问题 称 为 初 值 
问题 . 
如 求 微分 方程 y 二 (z+，y) 满 足 初始 条 件 y|,-,, 二 yo 的 解 的 问题 ， 记 为 
y= fy Ws 
fps 
微分 方程 特 解 的 图 形 是 一 条 曲线 ,将 其 称 为 微分 方程 的 积分 曲线 . 通 解 的 图 形 是 一 族 积 
分 曲线 ， 称 为 积分 曲线 族 . 
例 6.1.3 验证 : 函数 


(6. 1. 13) 


一 Ce 十 Cze2 
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和 高 等 数学 (上 ) 


是 二 阶 微分 方程 


的 通 解 ， 并 求 满足 初始 条 件 z|,-。 二 1，x |,-。 王 0 的 特 解 . 


展开 


L722 


dr dz 
本 dt2*=0 


解 求 所 给 函数 的 导数 : 


将 9 过 ， 至 及 < 的 表达 式 代入 所 给 方程 ,得 


Cie't+4Cze’'—3(Cie’+2C2e”)+2(Cie’+C,e”) 


党 =Ce+2Ce, 
2 
=Ce tC. 


0. 


这 表明 函数 x+ 二 Cie' 十 Cse”* 满 足 方程 ， 且 由 于 解 中 含有 两 个 任意 常数 项 ， 因 此 所 给 函数 
是 所 给 方程 的 通 解 . 将 初始 条 件 代 入 x 和 x 中 ， 可 得 


攻 十 Cz* 一 1， 
Ci 十 2C: 一 0. 


解 得 Ci 二 2，C; 王 一 1， 所 以 满足 初始 条 件 的 特 解 为 + 二 2e' 一 e”. 


在 了 解 了 微分 方程 的 基本 概念 之 后 ， 要 特别 说 明 的 是 ， 微 分 方程 可 解 类 型 并 不 多 ， 这 里 
可 解 是 指 能 够 求解 出 微分 方程 的 通 解 ， 即 得 到 通 解 的 解析 表达 式 ， 所 以 对 于 微分 方程 所 属 类 
型 的 掌握 至 关 重 要 . 后 面 两 节 内 容 关 于 微分 方程 的 解法 介绍 都 是 基于 对 微分 方程 的 某 种 类 型 


的 . 


习题 6. 1 


1. 请 指出 下 列 微分 方程 的 阶 数 . 
(1) er (Cy 7 十 2yy 十 27z 一 0; 

(2) zy 十 z 光 十 sinz 一 0; 

(3) (y 7 一 zy 十 y 一 0; 

(4) (3z 十 y)dz 十 (2z 一 1)dy 一 0; 
dy 


dz 


(5) 2 十 学 交 zy=0; 


月 
(6) p+0 YB+1—0=0. 


2. 判断 下 列 各 题 中 的 函数 是 否 为 所 给 微分 方程 的 解 . 
(1) zy =3y, y=6x’; 
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(2) y+y —6y=3zre” (5z 十 2) ，y 一 ze 


(3) y+y=0, y=2sinz+t3cosr; 

(4) 一 (a 十 b)y 十 aby 二 0，y 二 Cie” 十 Coe” ,其 中 a， 65，C,，C; 均 为 常数 . 
3. 验证 下 列 二 元 方程 所 确定 的 函数 为 所 给 微分 方程 的 解 . 

(1) (x —4ry)y =2y:—3zy—2zx, zriy—2ry =C; 

(2) (zy 一 妇 ) 交 十 (十 2z(y 一 2)y 一 2y，y 一 In(zzy). 

4. 确定 下 列 函 数 关系 式 中 所 含 的 参数 ， 使 函数 满足 所 给 的 初始 条 件 . 

(1) 3¢°+y =C, ye0=33 

(2) y= (G+Cz)e™; y|s0=1, y |s-0=23 

(3) y=Cicos(z+C2), y|s-#=0, y |:#=1. 


和 高 等 数学 (上 ) 


6.2 一 阶 微分 方程 


研究 一 阶 微分 方程 的 解法 是 微分 方程 求解 问题 的 基础 ， 一 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 为 


flr, y, y )=0 (@ 记 区 
或 者 
y=f(zr, y). (6 
有 时 也 写成 如 下 对 称 形式 : 
Plz, y)dr+Q(z, y)dy=0. (6;2..33 


若 把 xz 看 作 自 变量 ，y 看 作 未 知 函 数 ， 则 当 Q(x，y) 了 0 时 ， 有 
dy__P(z, y) 


旦 -一 下 (6.2.4) 
若 把 y 看 作 自 变量 ，z 看 作 未 知 函 数 ， 则 当 P(x，y) 关 0 时 ， 有 
一 (6. 2.5) 


dy PCz，y) 
上 面 五 种 形式 均 可 表示 一 阶 微分 方程 ,注意 其 形式 的 灵活 转换 ， 下 面 介绍 常 见 的 一 阶 微 
分 方程 及 其 解法 . 


6.2.1 可 分 离 变量 的 微分 方程 


一 般 地 ， 如 果 一 阶 微分 方程 一 p(z，y) 能 写成 
g(y)dy= f(x)dr (6. 2.6) 
的 形式 ， 就 是 说 ， 能 把 微分 方程 写成 一 端 只 含 y 的 函数 和 dy， 另 一 端 只 含 二 的 函数 和 dx， 
那么 原 方程 就 称 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 . 当 变量 分 离 之 后 ， 等 式 两 边 均 是 包含 唯一 一 个 变 
量 的 微分 形式 . 对 于 恒等式 两边 进行 同一 运算 仍然 是 恒等式 ， 所 以 两 边 同时 进行 不 定 积分 运 
算 后 ， 可 得 一 个 不 含 未 知 函数 导数 的 方程 
G(y)=f(x)+C. (TY 
由 式 (6.2.7) 所 确定 的 隐 郊 数 就 是 原 方程 的 通 解 ， 称 为 隐 式 通 解 . 若 能 将 其 写成 
3 一 @(z) ， 则 称 为 微分 方程 显 式 通 解 
可 分 离 变 量 方程 解法 是 微分 方程 中 最 基础 的 解法 之 一 ， 很 多 微分 方程 最 后 均 归结 为 可 分 
离 变量 方程 . 将 可 分 离 变 量 的 微分 方程 的 解法 总 结 如 下 
(1) 分 离 变 量 ， 将 方程 写成 8(3) dy 一 /(z)dx 的 形式 
(2) 两 端 积分 gCy)dy = | 7Cz)dz ， 设 积分 后 得 GCy) 一 7Cz) 十 Ci 


(3) 所 求 G(y) 二 f(z) 十 C 或 它 所 确定 的 函数 y 二 B(xz). zx 一 J(y)， 它们 都 可 作为 方程 的 
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通 解 ， 其 中 G(y) 二 f(x) 十 C 称 为 隐 式 ( 通 ) 解 . 
例 6. 2. 1 求 微分 方程 入 2zy 的 通 解 
解 ” 此 方程 为 可 分 离 变 量 方程 ， 分 离 变量 后 得 


二 dy 一 2zdz 
两 边 积 分 ， 即 
| 了 dy = [zu 
得 
ln [3 |=2C, 
即 
In|y|=xz’+InC, 
从 而 


y=Ce”. 
例 6.2.2 假设 某 种 药物 在 人 体内 的 代谢 速率 与 该 药物 在 人 体内 的 含量 M 成 正比 . 已 知 t 
二 0 时 该 药物 的 含量 为 Mu ， 求 在 代谢 过 程 中 药物 含量 M(t) 随 时 间 上 变化 的 规律 . 
解 该 药物 的 代谢 速率 就 是 MCG4) 对 时 间 + 的 导数 呈 !， 由 于 药物 的 代谢 速率 与 其 含量 成 
正比 ， 故 得 微分 方程 


dM_ 
< AM. 
式 中 ,2(X>0) 是 常数 ,4 前 的 负 号 表示 当 + 增加 时 M 单调 减少 ， 即 圭 (<0. 


由 题 意 ， 初始 条 件 为 


M|,-o= Mo. 
将 方程 分 离 变 量 得 

= —ad. 
两 边 积分 ,得 


dM _[, 
| 窜 = | Mades 


lnM 王 一 Mt 十 lnC， 


M 一 Ce 一 . 
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高 等 数学 (上 ) 
MO = 


所 以 药物 含量 M(t) 随时 间 z 变化 的 规律 M 一 Me 一. 
例 6. 2. 3 ， 求 微分 方程 己 一 1 十 z 十 光 二 zy 的 通 解 . 


解 ”方程 可 化 为 

FE (1+zX(1+y). 
分 离 变 量 得 

i 一 (1 十 z)dz.。 
两 边 积分 得 


1 i 
| = |a+zaadr， 


即 
arctany 一 二 et 

于 是 原 方程 的 通 解 为 y 一 tan (专攻 十 x 十 C). 
6.2.2 齐 次 方程 

pm 力 中 的 函数 /(z，y) 可 写成 立 的 函数 ,如 FCz，)=9( 衬 )， 
即 饶 一 e( 立 ) ， 则 称 该 方程 为 齐 次 

例 6. 2. 4 判断 下 列 方程 哪些 是 齐 次 方程 

(1) zy —y— Vy —x :=0; 


(2) (z+y: )dr—zxydy=0; 
(3) (2zx 二 +y—4)dz 二 (z+y—1)dy=0. 


解 (1) 是 齐 次 方程 ， 原 式 可 化 为 虹 一 2 一 二 ， 即 所 = 之 二 (之 ) 一 1 
TI T I I 
(2) 是 齐 次 方程 ， 原 式 可 化 为 煌 一 汪汪 ， 即 牧 一 王 十 之 ， 
Xxy Ee 六 这 
(3) 不 是 齐 次 方程 因原 式 形式 化 为 径 一 一 人 让 2 后， 不 能 写成 笠 一 p( 立 ) 的 形式 , 


对 于 齐 次 方程 的 求解 思想 是 : ee 
量 方程 进行 求解 
在 齐 次 方程 科 9( 关 ) 中 , 令 一 兰 ， 即 ywz， 对 等 式 两 边 进行 求 导 . 因为 4 是 xz 的 
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数 ， 所 以 有 
et 
原 方程 化 为 
ut P90 
分 离 变量 ， 得 
du _dzr 
POD—u zx" 
两 端 积分 ， 得 


求 出 积分 后 ， 再 用 之 代 蔡 wu， 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 . 


当 方程 可 以 化 为 鹅 =9 (至 ) 时 ， 也 是 齐 次 微分 方程 ， 将 原 方程 写成 基 一 


微分 方程 初步 


令 =u(), 注意 此 时 要 假定 4 是 y 的 函数 ， 则 x 二 u(y)，y. 等 式 两 边 求 y 的 导数 后 


至 = 由 i 
原 方程 变 为 
加 ytug' 
即 
du 1 
dy 9(u) 
它 为 可 分 离 变量 方程 ， 化 简 为 如 下 形式 ， 
和 =dy. 
pu) 
两 端 积 分 ,得 


[jw 
BC 


求 出 积分 后 ， 再 用 地 代 替 ， 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 . 


例 6.2.5 解 方程 y 十 zx? 全 = 外 
解 ” 原 方程 可 写成 


高 等 数学 (上 ) 


z 
因此 诛 方程 是 齐 次 方程 . 令 之 =w， 则 
y=ux dt a 
于 是 原 方程 变 为 
du u 
he ei 
即 
du_ u 
“dr u—l 
分 离 变量 ,得 
(1 一 二 jau= 旦 . 
u Y 
两 边 积分 ， 得 
u—ln|u|+C=In|zx|. 
或 写成 


ln|zu|=u+t+C. 
以 立 代 上 式 中 的 u， 便 得 所 给 方程 的 通 解 


ca 
lIn|yl rtC. 


例 6.2.6 解 方程 往 一 = 


解 ” 方 程 为 齐 次 微分 方程 ， 能 够 对 其 使 用 两 种 方法 进行 求解 . 
(解法 1) ” 原 方程 可 化 为 


也 
dy__z 
是 科 亚 
令 之 一 则 y==w(xz)，xz， 两 边 求 导 得 
ER 
工 
原 方程 化 为 
ut zu = 


即 


可 得 


进而 


所 以 


即 


6.2 


分 离 变量 后 得 
积分 后 得 


将 学 =wu 代入， 可 得 到 


党 


(解法 2) ” 原 方程 可 化 为 


二 u(y)， 则 x 二 u(y)。y， 两 边 求 导 得 
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twdu dz 


u 


—u 十 lnvx 一 一 Inz 十 C. 


Z 一 ylnCy .。 
du__1 
dr 工 |] 


dz _ nd 
上 u(y) dy > 


原 方程 化 为 
utu'y=utl1, 
u'y=1, 
ds— Lay; 
Ed 
4 一 Iny 十 lnC 一 InCy， 
Ej 本 
二 一 InCy， 
- 
x=ylnCy. 
.3 一 阶 线性 人 微分 方程 


形 如 


dy | ptt (6. 2. 8) 


dz 


的 方程 ， 叫 做 一 阶 线性 微分 方程 . 其 特点 是 方程 中 关于 未 知 函数 y 及 其 导数 均 是 一 次 式 . 注 
意 与 自 变量 z 的 函数 P(z)，Q(z) 形 式 无 关 . 如 果 Q(x) 二 0 则 方程 称 为 齐 次 线性 方程 ， 否 
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和 高 等 数学 (上 ) 


则 方程 称 为 非 齐 次 线性 方程 . 
下 面 分 别 介绍 齐 次 线性 方程 与 非 齐 次 线性 方程 的 解法 


1. 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 
形 如 
Py=0 (6.2.9) 


的 方程 为 一 阶 齐 次 线性 方程 . 该 方程 是 变量 可 分 离 方 程 . 分 离 变量 后 得 


9 —P(z)dz. 
y 
两 边 积 分 ， 得 
i 1 一 |Peoaz+c 
或 
y= Cerrou(C =+ en ) (6. 2. 10) 
这 就 是 齐 次 线性 方程 的 通 解 (积分 中 不 再 加 任意 常数 ). 以 后 (6. 2. 10) 式 可 作为 公式 直接 
使 用 . 
例 6. 2.7 求 方程 (z 一 2) 和 一 、 的 通 解 
解 ”这 是 齐 次 线性 方程 ， 分 离 变 量 得 
dy dx 
y Xx—2° 
两 边 积 分 得 
ln|y|=In|z—2|+lnC. 
方程 的 通 解 为 
y==C(x—2). 
2. 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 
形 如 
+P()y=Q), (6.2.11) 
其 中 ，Q(Cz) 天 0， 将 其 称 为 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 而 方程 
dy jy=0, (6. 2. 12) 


dz 
其 左边 项 与 所 求 非 齐 次 方程 左边 项 完全 一 致 所 以 将 其 称 为 对 应 于 非 齐 次 线性 方程 (6. 2. 11) 
的 齐 次 线性 方程 . 
通过 上 面 的 学 习 已 经 可 以 求解 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 Berti mide 
非 齐 次 方程 的 通 解 ， 但 由 于 这 两 个 方程 的 左 端 相 同 ， 所 以 可 以 猜想 它们 的 解 必 有 一 定 联系 . 
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下 面 介绍 通过 齐 次 方程 通 解构 造 非 齐 次 方程 通 解 的 方法 一 一 常数 变易 法 . 

由 于 y = Cerjpeoe 为 齐 次 线性 方程 (6. 2. 12) 的 通 解 ， 代 入 方程 左 端 是 0， 不 会 是 函数 Q 
(xz) , 因此 能 使 方程 的 左 端 等 于 Q(x) 的 解 必 定 不 是 e-j"ee 与 常数 C 的 乘积 . 设想 将 常数 C 换 
成 函数 C(x)， 即 假设 


y= Ce ln ED 
为 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 ,其 中 C(x) 为 待定 函数 , 它 将 满足 什么 条 件 ? 如 果 进 一 步 将 其 确 
定 ， 就 得 到 了 非 齐 次 方程 的 通 解 . 将 式 (6. 2. 13) 代 入 非 齐 次 线性 方程 得 


Cre 一 CCz)erewpP(z) 十 PCz)CCz)errou =QG) (6.2.14) 
可 得 
CCz)ejeou = Q(z) (6.2.15) 
化 简 得 
Cx) = QCz)ejpeou. C6. 2. 16) 
两 边 积分 得 
CCz) 一 Javeartc. C6: B17 


即 只 要 C(x) 满 足 式 (6. 2.17)， 则 式 (6. 2.13) 式 就 为 非 齐 次 线性 微分 方程 (6. 2. 11) 的 通 
解 ， 于 是 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 为 


一 eu [ec 一 引 (6.2.18) 


通过 将 对 应 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 中 的 任意 常数 C 变换 为 待定 函数 CC(r)， 从 而 求 出 非 
齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 的 方法 称 为 常数 变易 法 . 注意 ， 以 后 使 用 常数 变易 法 求解 一 阶 非 齐 
次 线性 微分 方程 时 不 需 推导 式 (6. 2. 14)， 可 直接 写 出 式 (6. 2. 15). 

下 面 分 析 非 齐 次 线性 微分 方程 (6. 2. 18) 的 通 解 结构 ， 将 其 改写 为 

y= CeJrnw 十 er [ecoereedz 

上 式 右 端 第 一 项 为 对 应 的 齐 次 线性 方程 的 通 解 ， 第 二 项 为 原 非 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 
(可 将 其 代入 原 非 齐 次 线性 方程 中 验证 ). 由 此 可 知 ， 一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 结构 是 ， 非 
齐 次 线性 方程 的 通 解 等 于 对 应 的 齐 次 线性 方程 通 解 与 非 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 之 和 ， 即 

一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 三 对 应 的 齐 次 线性 方程 的 通 解 十 非 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 . 

上 述 公 式 可 推广 到 高 阶 非 齐 次 方程 的 通 解 结构 ,在 第 3 节 中 将 以 定理 形式 出 现 ， 现 简 述 
如 下 : 

非 齐 次 方程 的 通 解 二 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 十 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 . 


在 解 非 齐 次 线性 微分 方程 时 , 可 直接 使 用 公式 y = ee [ecopsr az+C] 求 和 


此 时 要 先 化 为 + PCz)y 一 Q(z) 的 标准 形式 ， 注意 导数 项 前 面 系 数 必须 为 1. 因 公 式 不 便 记 
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忆 ， 


因此 可 用 常数 变易 法 求解 . 

例 6. 2.8 求 方程 圈 一 = 一 (x 十 1 了 的 通 解 . 

解 (解法 1) 使 用 常数 变易 法 . 

这 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 ， 先 求 对 应 的 齐 次 线性 方程 鹅 一 = 一 0 的 通 解 ， 分 离 变量 得 


dy_ 2dz 
ry 
两 边 积 分 得 
lny 一 2ln(z 十 1) 十 lnC. 
齐 次 线性 方程 的 通 解 为 


y=C(z+1), 
使 用 常数 变易 法 把 C 换 成 C(x)， 即 令 y 二 C(x)。(z 十 1)*, 代入 所 给 非 齐 次 线性 方程 ， 


i TM EN 
P| 
C(xz)=(zx+ Dt. 
两 边 积 分 ， 得 
C0)=3 (tt #6, 
再 把 上 式 代 入 y= 二 C(x)，(zx 十 1)* 中 ， 即 得 所 求 方程 的 通 解 为 
y 一 (z+D?[ 李 cz+Dt+C| 


(解法 2) 使 用 公式 法 ， 这 里 P(z) 一 -二 站 1 
因为 


Jpnar = 二) = 
ZX 十 1 
Jrne 一 ezmcrb 一 人 
ecodreed 到 e+ i = [a+ Didz =3(z+Di. 
所 以 通 解 为 
y = er [|ecow az+c]= (z+1) [z+ DE +cl| 
3. 伯 努 利 方程 
形 如 


4 P(r)y=Q)y (nA0, 1) (6. 2. 19) 


sz 
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的 方程 ， 叫 做 伯 努 利 方程 . 


程 ， 


严格 来 说 ， 伯 努 利 方程 不 是 一 阶 线性 微分 方程 ， 因 为 存在 ， 它 属于 一 阶 高 次 微分 方 
但 是 经 过 变量 替换 后 该 方程 可 转化 为 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 进 而 可 以 进行 求解 . 
例 6.2.9 判断 下 列 方程 是 什么 类 型 的 方程 . 


(20) y's (2) EE 


dz 
解 “方程 (1) 是 伯 努 利 方程 . 
方程 (2) 是 线性 方程 ， 不 是 伯 努 利 方程 . 
下 面 介绍 伯 努 利 方程 的 解法 ， 对 形 如 (6. 2. 19) 式 的 方程 以 y" 除 方程 的 两 边 ， 得 


Ls 
NM 


y+P) y=Q). (C6, 2..20) 


令 z=y"， 得 线性 方程 


Eta W P(r)z= (1—m Q(z). 三 必 y 


这 是 一 个 关于 未 知 函 数 = 的 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 可 使 用 常数 变易 法 或 公式 法 进行 


求解 ， 再 利用 > 二 >“， 就 可 求解 出 未 知 函 数 y. 


即 


即 


例 6.2.10 求 方程 习 一 6 ?y= y 的 通 解 . 
解 ” 以 yx 除 方程 的 两 端 ， 得 


令 z=y”'， 则 上 述 方程 化 为 


这 是 一 个 线性 方程 ， 它 的 通 解 为 


以 x 二 y :代入 上 式 ， 求 得 方程 的 通 解 为 
y (Be tCe™ )=1. 
可 以 看 出 伯 努 利 方程 的 求解 依托 于 变量 代 换 . 经 过 变量 代 换 ,将 方程 可 以 化 为 已 知 其 求 
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解 方法 的 方程 ， 是 一 种 求解 微分 方程 的 基本 思想 . 
例 6. 2. 11 解 方 程 入 二 (zx 十 y)” 


解 令 z==x 十 y， 则 两 边 求 zx 的 导数 ， 得 


所 以 原 方程 可 化 为 
即 


这 是 一 个 变量 可 分 离 方程 . 所 以 


x 一 tan(Zz 十 C). 
以 一 z 十 y 代入 上 式 得 
Z 十 y 一 tan(Z 十 c). 
因此 原 方程 的 通 解 为 


3 一 tan(Z 十 C ) 一 并 
6.2.4 全 微分 方程 
一 个 一 阶 微分 方程 写成 


P(x, y)dr+Q(zx, y)dy=0 (C6; 2. 22) 
形式 后 ， 如 果 它 的 左 端 恰好 是 某 一 个 函数 4 二 u(xz，y) 的 全 微分 
due(z，y) 一 P(z，y)dz 十 QCz，y)dy， (6. 2.23) 


那么 方程 P(x，y)dx 十 Q(z，y)dy 王 0 就 叫做 全 微分 方程 . 这 里 


au_ ou_ 
了 一 P(z， yy)， dy y), 


而 方程 可 写 为 
du(zr, y)=0. 
此 处 给 定 一 个 全 微分 方程 的 判定 定理 . 
定理 6.2.1 若 P(x，y),， Q(x，y) 在 单 连通 域 G 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 且 


aP_aQ 
oe (6. 2. 24) 


[sa 
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则 方程 PC(z，y)dz 十 QCz，y)dy 一 0 是 全 微分 方程 . 
若 方程 P(z，y)dz 十 QCz，y)dy 一 0 是 全 微分 方程 ， 且 
du(zx, y)=P(z, y)dr+Q(z, y)dy, 
则 
u(x, y)=C, 
即 


[ Pwdrt| Lol te) C6. 2..25) 


是 方程 PCz，y)dz 十 QCz，y)dy=0 的 通 解 . 
例 6.2. 12 求解 (5z' 十 3zy 一 yw )dzr 十 (3x*y 一 3zy* 十 y* )dy 一 0. 
解 这 里 
aP_ 
9y 


所 以 这 是 全 微分 方程 . 取 (Czo，w ) 二 (0, 0)， 有 


二 “对 
6zy 一 ay 一 2 ， 


Wr N= Ge 十 3zy? 一 dz 十 | ydy 


于 是 ， 方 程 的 通 解 为 
a + zy — 十 本 一 C. 

若 方 程 P(zx，y)dzr 十 Q(x，y)dy 一 0 不 是 全 微分 方程 ,但 存在 一 个 函数 4 一 wwCz，2) 

(pz，y) 天 0) ， 使 方程 
ApA(Cz，y)P(z，y)dz 十 A(Z，y)Q (Crz，y)dy 一 0 (6. 2.26) 

是 全 微分 方程 ， 则 函数 KKCz，y) 叫 做 方程 PCz，y)dz 十 QCz，y)dy=0 的 积分 因子 . 

例 6. 2. 13 通过 观察 求 方程 的 积分 因子 并 求 其 通 解 . 

(1) ydz 一 zdy 一 0; 

(2) (1 十 zy)ydz 十 (1 一 zy)zdy 一 0. 

解 (1) 方程 ydx 一 xdy 一 0 不 是 全 微分 方程 . 因为 
(5) a, 


党 | 


所 以 让 是 方程 dz 一 xdy 一 0 的 积分 因子 ， 于 是 < 一 0 是 全 微分 方程 ， 所 给 方程 的 


通 解 为 二 一 C. 
于 


(2) 方程 (1 十 zy)ydz 十 (1 一 zy)zdy 王 0 不 是 全 微分 方程 . 
将 方程 的 各 项 重新 合并 ， 得 
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(ydz 十 zdy) 十 zy(ydz 一 zdy) 一 0， 
aafdz_ dy 
dCzy) 十 妇 y 伯 )=°: 
这 时 容易 看 出 -为 积分 因子 ， 乘 以 该 积分 因子 后 方程 就 变 为 


dCzy) ,dr _ dy 


(zy) 工 yw 
积分 得 通 解 
-二 +n| | li; 
Ty y 
即 
生 ==Ce3. 
多 


我 们 也 可 用 积分 因子 的 方法 来 解 一 阶 线性 方程 y 十 P(x)y 一 Q(z). 
可 以 验证 (zx) = ol"? 是 一 阶 线性 方程 y 十 PCz)y 二 Q(x) 的 一 个 积分 因子 .在 一 阶 线 
性 方程 的 两 边 乘 以 (x) = ol" 得 
yejrow 十 yP(Cz)ejroe = QCz)ejrow， 


即 
yejPeou 十 y[ejrcodz] A. Q(x) er 
亦 即 
[yejreow 了 ]/ Q(z) el . 
两 边 积 分 ， 便 得 通 解 
yejreo = Javear tc 
或 束 王 epeow [ecpd dz+C| 
例 6. 2. 14 用 积分 因子 求 拉 十 2zy 一 4 的 通 解 
解 方程 的 积分 因子 为 
HACz) = eu — 0. 
方程 两 边 乘 以 e” 得 
y'e” 十 2zez 一 4ze $ 
即 
(ey)’=4ze” » 
于 是 


ey = he dz = 2 十 C， 


[se 
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因此 原 方程 的 通 解 为 


半生 [ae [ = 区 二 让 


习题 6.2 


1. 求 下 列 可 分 离 变 量 微分 方程 的 通 解 . 
(1) zy 一 ylny; 

(2) 4y 十 也 十 z2 十 5 一 0; 

(3) (1 十 z2)y 一 1 十 2 

(4) y —2zy =y’; 

(5) csc’ zcotydzr—csc’ ycotrdy=0; 


(6) 和 =2， 


(7) (et»+e’)dz+i+ (et’+e’ )dy=0; 


(8) sinzcosydz 十 coszsinydy 一 0; 


(9) y’ 和 ++1)=0. 
2. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 . 
(1) zy —y—2 Vy —zx:=0; 


(2) i 
Tx 


dz 
(3) (zx’:+y:)dz+zydy=0; 
| 至 ， 基 
(4) (1+es )dz+e (1 本 jdy 0; 
ki 一至， 
(5) y 六 


3. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 通 解 . 


(1) Pt2y=es 


(2) zy 十 y 一 好 十 47z 一 5; 
(3) y —ysinr=e™™; 


(4) dy 


FE ytanz=—secrs 


dy ，y ,一 5， 
(5) P+2y=5; 
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(6) y cosrt ysinr=3sinrcos’ x; 
(7) (她 一 1)y 十 2zy 十 sinz 一 0; 
(8) (zz 一 Iny)dy 一 ylnydz 一 0; 


(9) G3) = yr—3)". 
4. 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 . 
(1) y=y Gsinetcosr); 


(2) -十 zy 一 27Y; 


(3) 空 十 2y 一 (2 十 3z)y43 


(4) dy 


5. 判断 下 列 方程 中 哪些 是 全 微分 方程 ， 并 求全 微分 方程 的 通 解 . 
(1) (3x:+2zy )dz+ (2xy+y )dy=0s 

(2) (2xyt+y )dz 十 (z 十 y)2dy 一 0; 

(3) edzx+ (ze’+y:)dy=0; 


(4) (zcosy 一 cosz)y 十 ysinz 十 siny 一 0; 


(5) y(zx+2y)dzr—z’:dy=0; 

(6) (1+e ”)dp—2pe “dO=0; 

(7) (zx:—y)dzri+zydy=0. 

6. 利用 观察 法 求 出 下 列 方程 的 积分 因子 ,并 求 其 通 解 . 
(1) (zx—y) (dz 十 dy) 一 dz 一 dy; 


(2) ydz 一 zdy 一 zy dz 一 0; 

(3) 只 (zz 一 3y)dz 十 (1 一 3zy )dy 一 0; 
(4) 2xdzx+2ydy= (zy ) dx; 

(5) (zx:—y:)dzr+2zrydy=0. 
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6.3 二 阶 微分 方程 


二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 ， 称 为 高 阶 微分 方程 . 就 其 解法 而 言 ， 首 先 研 究 可 用 降 阶 的 
方法 划 归 为 低 阶 微分 方程 的 高 阶 微分 方程 ,并 使 用 已 掌握 的 方法 进行 求解 . 其 次 对 于 一 些 特 
殊 类 型 方程 ， 如 方程 系数 为 常数 的 常 系数 微分 方程 的 解法 进行 研究 . 因 物 理学 和 其 他 工程 技 
术 的 需要 ， 以 及 数学 数学 方法 论 的 可 拓展 性 ， 本 节 以 二 阶 微分 方程 为 主要 内 容 进行 介绍 . 


6.3.1 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 


1. =f(x，y ) 型 的 微分 方程 
对 于 
y= Ys (8. 事 
这 类 方程 的 特点 是 ,方程 中 不 显 含 未 知 函数 y， 所 以 依据 这 一 特点 将 其 称 为 “ 缺 了 型 ”微分 
方程 . 求解 这 一 类 方程 的 思想 是 ,因为 y 是 y 的 一 阶 导数 ， 所以， 如 果 把 y 作为 新 的 未 知 函 
数 ， 就 可 把 原 方程 降 阶 为 一 阶 微分 方程 ， 从 而 求 出 y ， 再 进行 一 次 积分 运算 ,就 可 将 未 知 函 


数 y 求 出 . 
设 y = 二 p(x)， 则 y=p'， 于 是 方程 化 为 
p=f(z, p). 
它 为 一 阶 微分 方程 设 p = 二 f(x， pp) 的 通 解 为 p= 二 g(x，C1)， 则 
=p(z, G1) 
原 方程 的 通 解 为 
y= sec )dz 十 C. (6. 3.2) 


例 6.3.1 求 微分 方程 Y==y 十 x 的 通 解 . 

解 ” 所 给 方程 是 “ 缺 y 型 ”, 设 y 一 p(x), 则 =p'， 将 其 代入 方程 
p=p+z. 

该 式 为 一 阶 非 齐 次 线性 方程 ， 其 通 解 为 


y=Cie 7 rt. 


2. 六 二 f(y，y ) 型 的 微分 方程 
对 于 
y=f(y, y ), 入 : 包 动 
这 类 方程 的 特点 是 方程 中 不 显 含 未 知 函 数 z+， 所 以 依据 这 一 特点 将 其 称 为 “ 缺 x 型 ”微分 方 
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程 . 这 时 可 做 变换 y 一 p(y)， 有 


”_dp_dp.dy dp 
= C6.3.4) 
原 方程 化 为 
pp fCy, p). aD 


设 方程 慨 一 /(y，p) 的 通 解 为 y 一 p 一 p(y，C' )， 则 原 方程 的 通 解 为 


dy = 
[es 一 工 十 C:. (6.3.6) 


注意 : 此 时 y' 不 能 假设 为 p(x)， 因 为 原 方程 是 不 显 含 自 变 量 x 的 . 如 果 假 设 为 p(x)， 
则 在 新 得 的 方程 中 会 同时 出 现 p，z，y 三 个 变量 ， 进 而 不 能 求解 出 未 知 函 数 ， 所 以 此 处 的 y 
二 p(y) 必 须 注 意 . 

例 6.3.2 求 微 分 y==(y )* 的 通 解 . 

解 ” 该 方程 既 可 以 看 作 “ 缺 x 型 "， 也 可 看 作 “ 缺 y 型 ” 

(解法 1) 首 先 将 其 看 作 “ 缺 工 型 ”. 设 y = 二 p(y)， 则 


原 方程 化 为 
2 一世 . 
当 p 关 0 时 ， 约 分 得 
音 -， 
上 式 为 可 分 离 变量 方程 ， 分 离 变量 得 
=dy. 
两 边 积分 得 
ln|p|=y+C,，, 
即 
p=Ce. 
又 因为 
=p(W=Ce, 
所 以 
edy=Cidx, 
求 得 


y 一 一 In( 一 Ciz 十 Cz ). 


第 6 章 ”微分 方程 初步 


当 p= 二 0 时 ，y 二 C， 包 含 在 通 解 之 中 ， 所 以 微分 方程 通 解 为 y= 一 ln( 一 Cizx 十 Cs). 
(解法 2) 将 其 视 为 “ 缺 y 型 ”. 
令 y = 二 p(x), 则 六 =p'. 原 方程 化 为 p' 二 p*， 分 离 变量 得 


p “db 一 dz， 

解 得 
1 

j= 
以 y 一 p(z) 代 入 上 式 得 

dy 

dz —z+C1’ 
所 以 

dy 一 dz. 


原 方程 通 解 为 y 一 一 In(C 一 x) 十 C;， 通 过 变换 ， 它 与 解法 一 的 结果 一 致 . 
6.3.2 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 


二 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
y+Plr)y +Q(z)y=f(7). C637 
若 方 程 右 端 f(x) 二 0 时 ,方程 称 为 齐 次 的 ， 否 则 称 为 非 齐 次 的 . 
1. 二 阶 齐 次 线性 方程 解 的 结构 
先 讨论 二 阶 齐 次 线性 方程 
yY 十 P(z)y 十 QCz)y=0， (6. 3. 8) 
即 
站 
dz 
定理 6.3.1 如 果 函 数 wm (z) 与 y,(z) 是 方程 
y 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0 


-PCz) 和 +QCz)y 一 0， 


的 两 个 解 ， 那么 
y=Ciy (x) C2 ys (x) (6. 3.9) 
也 是 方程 的 解 ,其 中 C, ，C; 是 任意 常数 . 
证 明 对 给 定 的 y 进行 求 一 阶 导 数 及 二 阶 导数 . 
(Ciyit Ciya)’ = Ciy i Cy's. 
(Ci 十 Coy) =C y+Cy 2. 
因为 y1 与 % 是 方程 十 P(x)y 十 QCz)y 一 0 的 解 ， 所 以 有 
2 十 PCzy 十 QCz)y1==0 及 ys 十 P(x)ys’ 十 QCz)y 一 0， 
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从 而 
(Gm Gn) P(E (Gt Gn) HQ CG Nt Cy ) 
=Ci[y "+P y+Q Cy tC Ly t+P(r) y+Q(r) ys] 
一 0 十 0 一 0. 
这 就 证 明了 y 一 Cly (Cz) 十 Csy (z) 也 是 方程 十 P(xz)y 十 QCz)y 一 0 的 解 . 
定理 6. 3. 1 表明 ， 齐 次 线性 方程 的 解 符合 线性 又 加 原理 ,并 且 定 理 6. 3. 1 的 结论 只 是 指 
出 y 是 原 方程 的 解 ， 而 通常 我 们 是 要 求解 出 方程 的 通 解 . 为 求 出 微分 方程 的 通 解 ， 下 面 介 绍 
函数 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 . 
设 yy (rz)，ys(T)，*…，y(X) 为 定义 在 区 间 I 上 的 个 函数 ， 如 果 存 在 个 不 全 为 零 的 
常数 kl1，ks。，…，k,， 使 得 当 xET 时 有 恒等式 
kiy (x) hk ye (XT) ky (xr)=0 (6.3.10) 
成 立 ， 那 么 称 这 个 函数 在 区 间 I 上 线性 相关 ; 否则 称 为 线性 无 关 . 式 (6. 3. 10) 称 为 mw Cz)， 
yza(X)，…，y,(ZX) 的 线性 组 合 . 
对 于 两 个 函数 ,它们 线性 相关 与 否 ， 只 要 看 它们 的 比 是 否 为 常数 . 如 果 比 为 常数 ， 那 么 
它们 就 线性 相关 ， 否 则 就 线性 无 关 . 
例如 ， 函 数 1，tan* (x)，sec* (xz) 在 整个 数 轴 上 是 线性 相关 的 . 因为 取 二 ks 二 1， 
ks 1 时 ，1 十 tan*x 一 sec*x 二 0. 
函数 1，z，x? 在 任何 区 间 (a,5) 内 是 线性 无 关 的 . 
对 于 两 个 函数 ， 它 们 线性 相关 与 否 ， 只 要 看 它们 的 比 是 否 为 常数 ， 如 果 比 为 常数 ， 那 么 
它们 就 线性 相关 ， 否 则 就 线性 无 关 . 
定理 6.3.2 如 果 函 数 wm (z) 与 y, (xz) 是 方程 
y+P(r)y +Q(r)y=0 


的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 那么 
y= 二 Ciy(X) 十 Co ys (Xx) (C1 、Cs 是 任意 常数 ) 


是 方程 的 通 解 . 
定理 6. 3. 2 指出 ， 对 于 二 阶 微分 方程 ， 我们 只 需 找 到 该 方程 两 个 线性 无 关 的 解 ， 其 线性 
组 合 就 是 原 方程 的 通 解 . 
例 6.3.3 验证 yi 二 coszx 与 yz 一 sinz 是 方程 y 十 y 二 0 的 线性 无 关 解 ， 并 写 出 其 通 解 . 
解 ”因为 
Yi 十 1 二 一 cosx 十 cosx 二 0， 
ys 十 ys 二 一 sinzx 十 sinzt 二 0， 


所 以 yi 二 cosz 与 y% 一 sinz 都 是 方程 的 解 . 
因为 对 于 任意 两 个 常数 & ,局 ， 要 使 


kicoszt ksinr=0, 


Lz 
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只 有 十 一 0， 所 以 cosz 与 sinz 在 (一 c2， 十 ce) 内 是 线性 无 关 的 . 
因此 yi 二 cosz 与 ys 一 sinz 是 方程 y 十 y 一 0 的 线性 无 关 解 . 
方程 的 通 解 为 


y=Cicosz+t Csinz. 
例 6.3.4 验证 一 xz 与 yz 一 er 是 方程 (x 一 1)y 一 xy 十 y 一 0 的 线性 无 关 解 ， 并 写 出 其 
通 解 . 
解 ”因为 


(zx—Dy’—zxry t+ =0—z+r=0, 


(z—l)y—zy +y=(7—1)e—ze te =0, 
所 以 x 二 zx 与 y: 一 e” 都 是 方程 的 解 . 


因为 比值 全 不 恒 为 常数 ， 所 以 wm 一 z 与 ys 一 er 在 (一 =， 十 co ) 内 是 线性 无 关 的 . 


因此 y 二 zx 与 ys 二 e” 是 方程 (x 一 1)y 一 xy 十 y= 二 0 的 线性 无 关 解 . 

方程 的 通 解 为 

y 一 CIz 十 Czer。 
推论 6.3.1 如 果 y,(x)，ys(z)，…，y, (zx) 是 方程 
3 十 wz)y 十 十 az)y 十 a(x)y= 0 
的 个 线性 无 关 的 解 ， 那么 ， 此 方程 的 通 解 为 
y= Clyi(z) 十 Coy(z) 十 … 十 Cyn (x), 

其 中 ，C, ，C。，…，C, 为 任意 常数 . 

2. 二 阶 非 齐 次 线性 方程 解 的 结构 


二 阶 非 齐 次 线性 方程 为 
y+P(zr)y +Q(r)y= f(z) (6.3.11) 
即 
Po HHQCz)y= xz) ， 
我 们 把 方程 
y 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0 
叫做 非 齐 次 方程 对 应 的 齐 次 方程 . 


定理 6.3.3 设 y*(z) 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 
多 十 PCz)y 十 QCz)y 一 zxz) 
的 一 个 特 解 ，Y(z) 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 。 那么 
y=Y(7x)+y’ (x) 
是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 . 
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证 明 略 . 
例如 ,Y= 二 Cicosz 十 Cssinz 是 齐 次 方程 y 十 y 二 0 的 通 解 . y* 一 x 一 2 是 十 y 一 zx? 的 
个 特 解 ， 因 此 


N=CicoszCzsinzi zx: —2 

是 方程 yy 十 y 二 x? 的 通 解 . 

定理 6.3.4 设 非 齐 次 线性 微分 方程 y 十 P(xz)y 十 Q(z)y 二 f(x) 的 右 端 是 f(x) 几 个 函数 
之 和 ， 如 

y+P)y +QC) y= f(r) + f(z), 
而 y? (x) 与 y? (zx) 分 别 是 方程 
y+Plr)y 十 QGz)y 一 万 (z) 与 多 十 PCz)y 十 QCz)y 一 户 (z) 

的 特 解 ， 那么 六 (zx) 十 yi? (xz) 就 是 原 方程 的 特 解 . 

证 明 咯 . 


例如 ，yr? (x) Tze” 是 y 十 2y 一 3y 二 e” 的 特 解 ，y2 (zx) 齐 e 是 H+H2y —3y=e” 


的 特 解 ， 则 yr? (xz) 十 yz (zx) Tze + 站 "是 y+ 2y 一 3y 二 @ 十 e* 的 特 解 . 


6.3.3 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 


1. 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
形 如 
y+py +qy=0 (6. 3. 12) 
的 方程 ， 称 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ， 其 中 p，g 均 为 常数 ， 
由 定理 6. 3. 2 可 知 ， 如 果 yt ， yi 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 解 ， 那 
么 y= 二 Ciyi 十 Csyz 就 是 它 的 通 解 . 
在 寻找 两 个 线性 无 关 解 之 前 先 思考 满足 式 (6. 3. 12) 的 解 的 形式 ， 因 为 当 7 为 常数 时 ， 指 
数 函 数 y 一 e 和 它 的 各 阶 导数 都 只 相差 一 个 常数 因子 . 由 于 指数 函数 的 这 个 特点 ,因此 用 
y 二 e” 来 尝试 ， 看 能 否 选取 到 适当 的 常数 +, 使 其 满足 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,为 此 将 
y 二 e” 代入 方程 
y+py'+gqy=0, 
得 


(rr 二 pr+gq)e” =0. 
由 此 可 见 ， 只 要 7 满足 代数 方程 疡 十 pr 十 q 二 0， 函数 > 一 e 就 是 微分 方程 的 解 . 这 一 过 
程 巧妙 地 将 求解 常 系数 线性 微分 方程 转化 为 求解 代数 方程 . 我 们 将 方程 十 pr 十 gq 二 0 叫做 微 
分 方程 十 py 十 gy 一 0 的 特征 方程 . 特征 方程 是 一 个 一 元 二 次 代数 方程 ， 其 中 一 ， > 的 系数 
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及 常数 项 恰好 是 征 分 方程 中 ，>y 及 > 的 系数 . 
特征 方程 的 两 个 根 ,rs 可 用 公式 


= EW = 
3 回 


求 出 ， 称 其 为 特征 根 . 它们 有 三 种 不 同 的 情形 : 
(1) 当 记 一 49>>0 时 , ,rs 是 两 个 相 异 的 实 根 : 


p+vVp -4g ,_—p—Vp—4g 
3 5 视 本 


n 


(2) 当 疡 一 4g 二 0 时 ,ri， rs 是 两 个 相等 的 实 根 ;: 


rn 一 一 一 各 


(3) 当 疡 一 4g 过 0 时 ,ri，rs 是 一 对 共 示 实 根 : 
n=a+iB, r=a—ip. 
其 中 ， 


计 二 = 二 起 。 pv4q 一 万 . 
2 2 


对 应 于 上 述 代 数 方程 解 的 三 种 情况 ， 微 分 方程 的 通 解 也 有 三 种 不 同 的 情形 : 

(1) 特征 方程 有 两 个 不 相等 的 实 根 7 ，rs 时 ,函数 % 二 er”，ys 二 er "是 方程 的 两 个 线性 
无 关 的 解 . 这 是 因为 ， 函 数 y 二 er”，ys 二 ex" 是 方程 的 解 ， 又 光一 一 em 不 是 常数， 
因此 方程 的 通 解 为 

3 一 Ce 十 Coe2”， 《6 313y 

(2) 特征 方程 有 两 个 相等 的 实 根 二 r; 时 ， 函 数 % 二 ex”， ys 一 ze" 是 二 阶 常 系数 齐 次 线 

性 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 这 是 因为 ， wm 二 er 是 方程 的 解 ， 又 
(zen*)"+p(zren)+q(zre"’) 


(2ni 十 Xr)e 十 p(1 十 zri)e"r” 十 gxe”r” 
二 er"(2n 二 Pp) 十 xen"(rf 二 pri 二 gq) 
=0， 


所 以 % 一 ze 也 是 方程 的 解 ， 且 兴 一 5， 一 并 不 是 常数 ， 


ri 
因此 方程 的 通 解 为 
3 一 Cieir 十 Cazenr. (6.3.14) 
(3) 特征 方程 有 一 对 共 思 复 根 r, ,rs 一 a 土 座 时， 函数 > 一 er ，y 一 e 人 是 微分 方程 
的 两 个 线性 无 关 的 复数 形式 的 解 ; 函数 > 一 e cosBr，y 二 esinBzx 是 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 
的 实数 形式 的 解 . 
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函数 y 一 e** 和 ys 二 e* "都 是 方程 的 解 ， 而 由 欧 拉 公式 ,得 
N=e"Hr er (cosBrtisinBz), 


=e We" (cosBr—isinBr), 


Ni 二 yz =2e” cosBr, ecosBr= 广 (3 十 yz)， 


光一 光一 2ie” sinBr, e” sinpz 一 坟 (y —y2). 


故 y= 二 e” cosBr，ys 二 e” sinBr 也 是 方程 解 . 
可 以 验证 ，y1 一 er cosBr，ys 二 e” sinBr 是 方程 的 线性 无 关 解 . 
因此 方程 的 通 解 为 
y=e™ (CcosBzr+C:sinBz). 站 
综 上 所 述 ， 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 的 步骤 为 : 
第 一 步 。 写 出 微分 方程 的 特征 方程 
姓 十 加 -十 q 一 0. 
第 二 步 ” 求 出 特征 方程 的 两 个 根 x ，x;. 
第 三 步 ”根据 特 征 方程 的 两 个 根 的 不 同情 况 ， 写 出 微分 方程 的 通 解 . 
例 6.3.5 求 微 分 方程 y 一 5y 十 6y 二 0 的 通 解 . 
解 ” 所 给 微分 方程 的 特征 方程 为 
好 2 一 5r 十 6 一 0， 
即 
(r 一 2) (Cr 一 3 ) 一 0. 
其 根 7 二 2， 7, 二 3 是 两 个 不 相等 的 实 根 ， 因 此 所 求 通 解 为 
3 一 Cie= 十 Coze 
例 6.3.6 求 方程 十 2y 十 y 一 0 满足 初始 条 件 >| -= 4，y |,-,= 一 2 的 特 解 ， 
解 ”所 给 方程 的 特征 方程 为 
天 十 2r 十 1 一 0， 
即 
(Cr 十 1 六 一 0. 
其 根 二 rs 二 一 1 是 两 个 相等 的 实 根 ， 因 此 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
y= (Ct+Cr)e . 
将 条 件 >| ,一 4 代入 通 解 ， 得 C1 一 4， 从 而 
y= (4 二 Cx)e 。 
将 上 式 对 工 求 导 ,得 
y 一 (C: 一 4 一 Caz)e-. 
再 把 条 件 > | -= 一 2. 代 人 上 式 ， 得 C; 一 2， 于 是 所 求 特 解 为 
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yy 一 (4 十 2z)e =。 
例 6. 3.7 求 微分 方程 一 4y 十 7y 一 0 的 通 解 . 
解 ”所 给 方程 的 特征 方程 为 

一 4r 十 7 二 0. 
特征 方程 的 根 ri 二 2 十 V3i，n 二 2 一 V31i 是 一 对 共 堪 复 根 ， 因 此 所 求 通 解 为 

y=e” (CicosV3z++C,sin V3z). 
二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 所 用 的 方法 以 及 方程 的 通 解 形式 ,可 推广 到 n 阶 常 系数 齐 
次 线性 微分 方程 上 去 ， 简 述 如 下 : 

对 于 形 如 


yy 二 Py 了 十 Pay 十 十 p19 十 pay 二 0 (6. 3. 16) 
的 方程 ， 称 为 n 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ， 其 中 pi ，ps，…，pi_-w，p, 都 是 常数 . 
引入 微分 算 子 D 及 微分 算 子 的 n 次 多 项 式 
L(D)=D"+piD"™ +psD" 二 … 二 ps,_1D+p,, 
则 阶 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 可 记 作 
CD"+pi.D"™' 十 paD" 十 … 十 ps,_1D 十 p,)y 二 0 或 L(D)y=0. 
注 : DD 叫做 微分 算 子 ，D?y=y,，Dy=y，D:y=y ,Diy=y,，*…,，D'y=y™". 
分 析 : 令 y=e”， 则 
L(D)y=L(D)e™” =(r pr 二 pr 二 十 pir pe =L(r)e”™, 
因此 如 果 7 是 多 项 式 L 上 (7) 的 根 ， 则 > 一 所 是 微分 方程 LCD)y=0 的 解 . 
nn 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 
LO)=r" 二 Pir 十 par 十 … 十 p17 十 p, 二 0 (6. 3.17) 
称 为 微分 方程 L(D)y==0 的 特征 方程 . 
特征 方程 的 根 与 通 解 中 项 的 对 应 关系 如 下 : 
(1) 单 实 根 > 对 应 于 一 项 : Ce”. 
(2) 一 对 单 复 根 mm.* 一 士 (x 十 好 ) ， 对 应 于 两 项 :e" (CcosBz 十 C2sinBx ). 
(3) & 重 实 根 r~ 对 应 于 & 项 : er (CI 十 Coz 十 … 十 Cez 生 1). 
(4) 一 对 & 重 复 根 rm. 一 士 十 认 对 应 于 24 项 
e [CC 十 Coz 十 … 十 Cez 生 )cosBzr 十 (DI 十 Diz 十 … 十 Diz 和 )sin8gz]. 
例 6.3.8 求 方程 y2 一 2y 人 十 光一 2 一 0 的 通 解 . 
解 这 里 的 特征 方程 为 


0 
即 
rn(r+1)(r—2)=0. 
它 的 根 是 二 rs 二 0 和 六 :一 士 i， 六 二 2. 因此 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
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y=Ci 二 Csz+Cscosz+Cusinzt Cse”. 


例 6.3.9 求 方程 y* 十 By 二 0 的 通 解 ， 其 中 8>0. 
解 这 里 的 特征 方程 为 
-二 P=0; 
它 的 根 为 


mtD， m= -hat 


万 
因此 所 给 微分 方程 的 通 解 为 


y= 二 e 友 (Geos rt Cosin fr)+e (Cieos rtCsin fr). 


2. 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
形 如 


y+py +qy= f(x) (6. 3.18) 
的 方程 ， 称 为 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 其 中 p，g 是 常数 . 

二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 Y(z) 与 非 齐 次 方程 本 身 
的 一 个 特 解 y”(z) 之 和 ，y 一 Y(z) 十 y”(z). 

对 于 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 之 前 已 经 掌握 ， 下 面 仅 介绍 当 f(x) 为 两 种 特殊 形式 时 ,方程 
的 特 解 的 求法 . 

(1) f(x)=P.(x)e 型 

当 f(x) 二 P(x)e* 时 ,可 以 猜想 , 方程 的 特 解 也 应 具有 这 种 形式 . 因此 ， 设 特 解 形式 为 

y’ Cz)=Q(z)e. 
其 中 Q(x) 为 多 项 式 ， 对 于 一 个 多 项 式 要 确定 其 阶 数 及 各 项 系数 ， 将 其 代入 方程 ， 得 等 式 
Q(z TFPIQ Cz) + A+pA+I QCz)=P, (zx). 

第 一 种 情形 如 果 4 不 是 特征 方程 十 pr 十 gq 二 0 的 根 ， 则 生 十 加 十 g 和 天 0， 而 对 于 多 项 式 
Q(z) 的 导数 ， 其 寡 次 均 比 QCz) 低 ， 左 端 最 高 次 震 项 在 Q(z) 中 ， 要 使 等 式 成 立 ，Q(zx) 次 数 
应 与 P(x) 一 致 ， 即 应 设 为 m 次 多 项 式 

Q(T)=boz" 二 Tbr™ 十 十 biz 十 b. 
通过 比较 等 式 两 边 同 次 项 系数 ,可 确定 5 ，5。，…。，b。, 并 得 所 求 特 解 
y’ =Q, (xz). (6. 3.19) 
第 二 种 情形 如 果 4 是 特征 方程 ”十 pr 十 q 二 0 的 单 根 ， 则 居 十 PA 十 g 二 0, 但 24 十 p 冯 0， 
左 端 最 高 次 寡 项 在 Q' (x) 中 ,要 使 等 式 
Q'(Cz) 十 (24 十 加 )Q Cr) + RpA+IQz)=P, (x) 
成 立 ，Q(z) 应 设 为 m 十 1 次 多 项 式 ， 即 
Q(z)=zQ, (7z), 


198 


第 6 章 ”微分 方程 初步 


Qu(Cz) 一 和 ze 十 Drzo 十 … 十 加 Zr 十 名。 
通过 比较 等 式 两 边 同 次 项 系数 ， 可 确定 5,， 5b ，b: ，…，b。 ,并 得 所 求 特 解 
y” =zQ, (xz) (6. 3. 20) 
第 三 种 情形 如 果 4 是 特征 方程 * 十 pr 十 gq 二 0 的 二 重 根 ， 则 涛 十 PA 十 gq 二 0，24 十 p 二 0， 
左 端 最 高 次 震 项 在 Q(x) 中 ,要 使 等 式 
Q(z)+ (2A+Fp)IQ C7) + +pAt+a QT) = Pp, (x) 
成 立 ，Q(z) 应 设 为 m 十 2 次 多 项 式 ， 即 
Q(z)=7Q (27): 
Qu(Cz) 一 zi 十 xzo 十 … 十 OZ 十 如。 
通过 比较 等 式 两 边 同 次 项 系数 ， 可 确定 5,，b, ，b,。，…，b,,s， 并 得 所 求 特 解 
y" =2Q, (zx). [ 
综 上 所 述 , 我 们 有 如 下 结论 如果 f(x) 二 P(x)e”， 则 二 阶 常 系 数 非 齐 次 线性 微分 方程 
六 十 py 十 gy 二 f(x) 有 形 如 
六 = 46; 各 2 
的 特 解 ， 其 中 Qu(z) 是 与 Pu(z) 同 次 的 多 项 式 ， 而 &A 按 1 不 是 特征 方程 的 根 ， 是 特征 方程 的 
单 根 或 是 特征 方程 的 的 重 根 ， 依 次 取 为 0、1 或 2. 上 述 结论 推广 到 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微 
分 方程 , & 与 4 的 重 根 次 数 一 致 . 
例 6.3. 10 求 微分 方程 Y 十 5y 十 6y 一 4z 十 1 的 一 个 特 解 . 
解 这 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 且 函数 f(x) 是 P,(z)e* 型， 其 中 P, (x) 二 
4z 十 1，A 一 0. 


与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y 十 5y 十 6y 一 0. 
它 的 特征 方程 为 
?十 5r 十 6 二 0. 
由 于 这 里 4=0 不 是 特征 方程 的 根 ， 所 以 应 设 特 解 为 
y" =bozt+b. 


把 它 代 入 所 给 方程 ， 得 
6box 十 5bo 十 6b1 二 4zx 十 1. 
比较 两 端 z 同 次 惫 的 系数 ,得 
6bo 一 4， 
dn re 


由 此 求 得 名 一 二 ， 乌 一 一 否 ， 于 是 求 得 所 给 方程 的 一 个 特 解 为 
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例 6.3. 11 求 微分 方程 一 5y' 十 6y 一 ze 的 通 解 . 
解 ”所 给 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 且 f(x) 是 P(xz)e* 型 ,其 中 P, (zx) 
二 x， 4 二 2. 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y—5y +6y=0. 
它 的 特征 方程 为 


到 一 5r 十 6 一 0. 
特征 方程 有 两 个 实 根 二 2， x 二 3， 于 是 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y 一 Cues= 十 Coes=。 
由 于 4 二 3 是 特征 方程 的 单 根 ， 所 以 应 设 方程 的 特 解 为 
多 一 工 (poz 十 思 )es 
把 它 代 人 所 给 方程 ， 得 
2box+2bot bi =x. 


260=1, 
2bo tb =0. 


由 此 求 得 名 一 去 ， 包 一 一 1， 于 是 求 得 所 给 方程 的 一 个 特 解 为 


比较 两 端 z 同 次 宕 的 系数 ,得 


y" 一 z( 二 一 1jer 


从 而 所 给 方程 的 通 解 为 


yy 一 Cies 十 Czes= 十 z( 省 1jer. 


(2) (xz) 王 ex[P(x)eosox 十 已 (xz)sinox] 的 特 解 形式 
应 用 欧 拉 公式 可 得 : 


cos0 二 (co 二 ee) sinl 吉 (e 全 这 和 


ex[LP, (z)coswz 十 PCz)sinwz] 


i 


2 


= | Per -PCDS 人 -] 


= 二 [PD) iP,(z) Jeww r+ 二 [P(r)+iP, C2) Je 
=P(le)ye ms P(e wu. 


其 中 ， P(x)= 去 (Pi—P,i), FCz) 一 二 (P 十 P,D， 是 互 成 共 罗 的 六 次 多 项 式 ， 六 一 max 


友和 n}. 
设 方程 六 十 bpy’ 十 gy 二 P(x)e*+w* 的 特 解 为 y* = 二 zx*Q (zx)e ty? 二 XQ (x)e tr 
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则 yr? 二 x 人 Q,(z)e* 仆 必 是 方程 多 十 py 十 gy 一 P(xz)e*” 的 特 解 ， 其 中 按 4 土 iw 不 是 特征 
方程 的 根 或 是 特征 方程 的 根 依 次 取 0 或 1. 
于 是 根据 定理 6. 3.4, 方程 十 py 十 gy 二 e*[P1(zx)coswx 十 P(x)sinwzx] 的 特 解 为 
yp = ne 
一 ztex[Q。(Cz)(coswzr 十 isinoz) 十 Q(Cz)(coswzr 一 isinwz)] 
= zx:e* [RV (zr)coswr 十 RY (xr)sinwzr]. 
综 上 所 述 ， 我 们 有 如 下 结论 . 
如 果 f(x) 二 e*[P1(z)coswzx 十 P,(z)sinwx]， 则 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
y+py tqy=f(z) 


的 特 解 可 设 为 
y’ = zie [RV (x)coswr + R(x)sinwzr]. (6. 3.23) 

其 中 Re (Cr)，R (zx)) 是 mm 次 多 项 式 m 一 max (1, n)， 而 上 按 A 十 iw( 或 4 一 iw) 不 是 特征 
方程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 

例 6. 3. 12 求 微分 方程 光一 2y' 十 2y 一 zcoszer 的 一 个 通 解 . 

解 ” 所 给 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 且 f(x) 属于 e* [P(x)coswzr 二 P(x) 
sinwx]( 其 中 4==1,， w= 二 1，Pi,(x) 二 +，P, (x) 二 0). 与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 

y—2y 十 2y 一 0. 


它 的 特征 方程 为 


到 一 2r 十 2 一 0. 
由 于 这 里 ”一 1 士 i， 所 以 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y(z) 一 er (Cicosz 十 Czsinz). 
因为 \ 士 迎 一 1 士 i 是 特征 根 ， 所 以 非 齐 次 方程 的 特 解 可 假设 为 
多 一 zer[L(ao 十 wz)cosz 十 (加 十 训 zxz)sinz]. 


把 它 代 入 所 给 方程 ， 得 比较 两 端 同 类 项 的 系数 ,得 


1 
村， 0, b=0, hb 


ao 


4 


于 是 求 得 一 个 特 解 为 y* 一 工 zCzsinz 十 cosz)er， 


习题 6.3 


1. 求 下 列 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 的 通 解 : 
(1) y =x tcosr; 


(2 of = 


和 高 等 数学 (上 ) 


响 纺 = 2_， 


TT 


(4) y=y 十 2z; 
全 一 外 


(6) 多 一 2 十 (72 

(7) y 交 十 y 一 0; 

(8) y 一 (2 一 0. 

2. 求 下 列 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 

(1) y+(y)=1, y|s0=0, y |,o0=0; 

(2) yy +1=0, y|:1 =1, y | =0. 

3. 验证 yi 二 cos3x 与 ys 二 sin3x 都 是 方程 y 十 9y==0 的 解 ， 并 写 出 该 方程 的 通 解 . 

4. 验证 wm 二 arcsine” 与 yx 一 arcsin2e” 都 是 方程 y==(y 十 y 的 解 ， 并 写 出 该 方程 的 通 解 . 
5. 验证 : 


(GD 3 一 二 (Ce 十 Ceer (CI ，C 为 任意 常数 ) 是 方程 xy 十 2y 一 zy 二 0 的 通 解 ; 


(2) y=Cie 十 Cue 十 二 <” (Cl ，C 为 任意 常数 ) 是 方程 Y 一 3 十 2y 一 ez 的 通 解 ; 


(3) y 一 Cicosz 十 Cssinz 十 ee (C1，C; 为 任意 常数 ) 是 方程 Y 十 y 二 5e” 的 通 解 ; 
(4) y 一 Ciz 十 Cxzzlnz 十 sin2z(C ，C; 为 任意 常数 ) 是 方程 zy 一 3zxy 十 4y 一 一 4zzsin27 


一 6zcos2z 十 4sin2z 的 通 解 . 
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6. 求 下 列 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 : 
(1) y —3y +2y=0; 

(2) 光一 2y =0; 
(3) y+y=0; 
(4) 光 十 2y +5y=0; 

(5) 一 2y 十 y 一 0; 

(6) y9 一 y 一 0 

(7) y9 +4y +4y=0; 

(8) y9 一 2 十 光一 0; 

(9) y9 十 4 一 5y 一 0; 

(10) y ?二 2y” 十 2y 二 0. 

7. 求 下 列 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 : 
(1) y+y —2y=e”; 


(2) 多 十 4y 一 er 
(3) 2yY 十 y 一 3 了 屏 一 zx 十 2 


(4) y+4dy 十 3y 一 ze 
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(5) y —2y 十 2y 一 ersinz 
(6) 多 一 4y 十 4y 一 ez (2z 十 1); 
(7) y+3y 十 2y 一 5z 一 1; 


(8) 十 9y 一 zcos2z3 


(9) y+2y=e’ tsinr; 


(10) 光一 y 一 cos2z。 
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6.4 总 习题 


1. 填空 题 

(1) zt 十 z2(y 7) 十 4zy% 一 sinz 是 阶 微分 方程 ; 

(2) 一 阶 线性 微分 方程 y 十 P(r)y 一 Q(zx) 的 通 解 为 ; 

(3) 已 知 y 二 x+，y 二 x 是 某 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 两 个 解 ， 则 该 方程 的 通 解 为 ” _; 

(4) 已 知 y 一 zz，y 一 sinz，y 一 1 是 某 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 三 个 解 ， 则 该 方程 的 通 
解 为 

2. 求 以 下 列 各 式 所 表示 的 函数 为 通 解 的 微分 方程 : 

(1) (x 十 C)? 十 2y = 二 3( 其 中 C 为 任意 常数 ); 

(2) y= 二 Cie "十 Cze* (其 中 C1 ，C 为 任意 常数 ). 

3. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 

(1) (y—1)dz+i+ (x:—4z)dy=0; 

(2) (z+2zy—y )dri+ (y+2zxy—zx:)dy=0; 


: dy 
3 十 一 一 Co 
Ly) Ky wo Fy 0; 


(4) zdyt+ [y+3zy’ (1l+lnz)Jdz=0; 

(5) (dz 十 2y)dz 十 2zdy 一 0; 

(6) 2ydz 一 3zy dz 一 zdy 一 0. 

4. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 


(1) sinydzxt+ (1+e™”)cosydy=0, y|,o 一 开 ; 


(2) (1 十 ef )dz (1 于 jdy 0; y|s0=1s 


dy | y cosz 
C3 dz Tz 元 “ ?| 一 :一 0; 


OD FY =1, 下 | 一 0， 允 | 一 入 


(5) ¥Y+5y'+18y=0, y|,-0=0, y | :一 3; 


(6) 一 2y +3y=4, y|:-o=2, y |,-o=3; 


(7) yf —y=4zre’, y|s-0=1, y | .-。 一 5. 
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